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Exercice 2

Exercice 2

Etudier la limite de la fonction f aux points proposés (ou les limites a gauche et
a droite s'il y a lieu) :
1)f(x)=(1-3x)2x—1)2en —co  2)f(x) = Xgl +—<en +oo,1
3)f(x) =x*> —5x* 4+ 3xen +o00, —c0 4)f(x)= 52);2j—11 en + oo, —00
5) F(x) = 2 X el 6)f(x)= —@ en — oo
—2
7)f(x) = ~—a " 4
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Exercice 2 suite

O Ona —IET (1-3x)=+ocet lim (2x—1)? = +oo donc

(oo} X—r—00

lim f(x) = 4o0.

X——00
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Exercice 2 suite

©Q Ona lim (1-3x)=+occet lim (2x— 1)? = 400 donc

——00 X—r—00
X—I:Too f(x) = 4o0.

Q | —0donc lim f(x)= lim *—L_4
i oy =0 dene fim £ = lm T = oo
lim = =0donc lim f(x)= lim = 400 et
x—1 ><2—>1+ x—=1+ x — 1

lim f(x)= 1l = —o0.
X—I>n;* (X) x—I>T* x—1 o

En particulier, Ii{'n f n'existe pas.
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Exercice 2 suite

@ Ona lim (1-3x)=+4ocoet lim (2x —1)?> = 400 donc

——00 X—r—00
lim f(x) = 4o0.
X——00
Q | —0donc lim f(x)= lim *—L_4
i oy =0 dene fim £ = lm T = oo
.X . .
lim =0donc lim f(x)= lim = 400 et
x—1 ><2—>1+ x—=1+ x — 1
lim f(x)= lim = —00.
x—1- ( ) x—1- x —1
En particulier, Ii{'n f n'existe pas.
lim f(x)= lim —5x*=— lim f(x)= lim —5x*= —o0.
0 Ap. 0= Dp o = reoet Jn i = Im —8 =
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Exercice 2 suite

o

Ona lim (1-3x)=+occet lim (2x—1)? = +oo donc
X—r— 00 X—r—00
X—I:Too f(x) = 4o0.
. . .o x—1
lim =0donc lim f(x)= lim = +00.
Xx—+00 X 1— 1 X—r+00 x—>+too 2
lim == =0 donc lim f(x)= lim = 400 et
x—=1 2 x2—>1+ x—=1t x — 1
lim f(x)=1li = —o0.
X Im* (X) x—I>T* x—1 o
En particulier, Ii{'n f n'existe pas.
lim f(x)= lim —5x*=—-ccet lim f(x)= lim —5x*=—c0.
X—+00 X—r+00 X—»—00 X——00
x? 5x
lim f(x)= lm —= lm — = .
M0 = A T T
. . X
Nm )= fim =
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Exercice 2 suite

© Le numérateur et le dénominateur s’'annulent en 1. On les factorise par
(x — 1) par division euclidienne. On trouve alors
(x —1)(3x* —4x+1) 3x*—4x+1

f = = t btient
(x) - 1Bx—1) 3e 1 cton obtien
. . 3x2—4x+1

fim 70 = fim * T <o

3x2 —4x+1

On a vu que f(x) = (sur son domaine de définition). Or le

3x—1
numérateur et le dénominateur s’annulent en 1/3. Le numérateur se
factorise en 3x* — 4x + 1 = 3(x — 1)(x — 1/3). Finalement sur son domaine
de définition, f(x) = x — 1. On a donc :

lim f(x)=-2/3.
s fld ==2/3
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Exercice 2 suite

© Le numérateur et le dénominateur s’'annulent en 1. On les factorise par
(x — 1) par division euclidienne. On trouve alors
(x —1)(3x* —4x+1) 3x*—4x+1

f = = t btient
(x) - 1Bx—1) 3e 1 cton obtien
. . 3x2—4x+1

fim 70 = fim * T <o

3x2 —4x+1

On a vu que f(x) = (sur son domaine de définition). Or le

3x—1
numérateur et le dénominateur s’annulent en 1/3. Le numérateur se
factorise en 3x* — 4x + 1 = 3(x — 1)(x — 1/3). Finalement sur son domaine
de définition, f(x) = x — 1. On a donc :

lim f(x)=-2/3.
s fld =2/

Q Dr=(]—o0,-2]U[-1,400[) \ {—3}. On met le terme dominant sous le

radical (x?) en facteur :

3 2 3 2
VX2 +3x+2=1/x3(1+ -+ ) =Ix[{/1+ -+ =
X x X x
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Exercice 2 suite

@ (suite) et donc :

S iritE_ ofivitE
lim f(x)= lm ——5—"— = Ilm —Y—— " =—-.

X——00 X——00 X (3 + %) X——00 3+ % 3
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Exercice 2 suite

@ (suite) et donc :

—xy/1+3+ 2 —/1+32+2
lim f(x)= lm —A—7 "~ — |m —Y——~ =~ —_Z2,
X——00 ( ) X——00 X(3+ %) X——00 3+% 3

[y

@ Dr = [0,4][U]4, +o0[. Le numérateur et le dénominateur s’annulent en 4.
En écrivant x — 4 = (v/x — 2)(v/x + 2), on obtient :

o x=2 1 1
) = r—2(x+2) ~ Vx+2- s
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Exercice 3

Exercice 3

Etudier la limite de la fonction f aux points proposés :
4x3 +2x — 1
1) f(X) (m) en + oo 2) (X) —Inx en I oo, 0
3) f(x) = (Inx) —Inx+xen + o0 4)f(x)=2x—1—¢e*en 4+ 0o, —o0
5) F(x) = ex+_11 S ) = 2= e e
7) f(x) = 2—en + o0 8)f(x)—xsm%en0
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Exercice 3 suite

4x3 +2x —1 . 4x3 .
Q@ |Im —— — = lim — =0"et lim Inx = —o0 donc
x—400 bx* +3x +2  x—+oo bx?4 x—0+
“T f(x) = —oo (théoréme sur la limite d'une fonction composée).
X—r+00
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Exercice 3 suite

. A3 +2x—1 S i .
O I st ~ Mg =0 et i, Inx = —oo donc

lim f(x) = —oo (théoréme sur la limite d'une fonction composée).
X—+400

In
© En +oo il y a indétermination. On écrit f(x) = x (1 — —X) ce qui léve
X

In

e g . . . X .. L
I'indétermination car lim —— = 0 (limite de référence). On a donc
x—4+oc0 X

lim f(x)=+4o0.

X——+00

On a directement lim f(x) = lim (—Inx) = +o0.
x—0+ x—0+
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Exercice 3 suite

4x3 +2x — 1 S i .
im ———— = lim — =0" et lim Inx = —o0o donc
x—+00 5x* +3x +2  x—+oo 5x* x—0+
lim f(x) = —oo (théoréme sur la limite d'une fonction composée).
X—r+00
. o . Inx -
En +oo il y a indétermination. On écrit f(x) = x (1 — —), ce qui léve
X
. I . Inx .
I'indétermination car lim —— = 0 (limite de référence). On a donc
x—4+oc0 X
lim f(x)=+4o0.
X——+00
On a directement lim f(x) = lim (—Inx) = +o0.
x—0+ x—0*
On factorise par le terme dominant (croissances comparées) :
Inx)? Inx , In x)? . Inx\?
f(x)=x u———l—l.Or lim (In>) = lim (=5 ] =0
X X X—400 X X——+00 X1/2
. Inx .
et lim — =0donc lim f(x)=4o0.
X—+00 X X—>+00

On voit ainsi que les résultats de croissances comparées justifient le
raccourci consistant a écrire  lim (Inx)?> —Inx +x = lim x = +oo0.
X——+00 X——+00
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Exercice 3 suite

© En +oo, par croissances comparées on a lim f(x) = lim —e* = —cc.
X——+00 X—+00
On a directement lim f(x) = lim 2x—1= —o0.
X—r—00 X—r—00
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Exercice 3 suite

© En +oo, par croissances comparées on a lim f(x) = lim —e* = —cc.
X——+00 X—+00
On a directement lim f(x) = lim 2x—1= —o0.
X—r—00 X—r—00

e(2—e™) 2—e~

Ona f(x) = = . Ainsi lim f(x) =2.
@ Ona f(x) c(ite™) 1re insi_lim (x)
lim e*=0donc lim f(x)=—1.
X—r—00 X—r—00
(On aurait pu appliquer le théoréme de composition des limites avec
2y — 1
x> e ety 4 )

y+1
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Exercice 3 suite

© En +oo, par croissances comparées on a lim f(x) = lim —e* = —cc.
X——+00 X—+00
On a directement lim f(x) = lim 2x—1= —o0.
X—r—00 X—r—00

e(2—e™) 2—e~

On a f(x) = = .Ainsi lim f(x) = 2.
@ Ona f(x) c(ite™) 1re insi_lim (x)
lim e*=0donc lim f(x)=—1.
X——00 X——00
(On aurait pu appliquer le théoréme de composition des limites avec
2y — 1
x> e ety 4 )
y+1
@ Par croissances comparées, lim f(x) = +o0.
X—r+400
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Exercice 3 suite

© En +oo, par croissances comparées on a lim f(x) = lim —e* = —cc.
X——+00 X—+00
On a directement lim f(x) = lim 2x—1= —o0.
X—r—00 X—r—00

e(2—e™) 2—e~

@ Onaf(x)= Ainsi lim f(x) =2.

ex (1 + e—x) a 1+ e % ’ xX—+00
lim e*=0donc lim f(x)=—1.

X——00 X——00
(On aurait pu appliquer le théoréme de composition des limites avec

X g 2y -1
X e ety )

y+1
@ Par croissances comparées, lim f(x) = +o0.
X—r+400

x3 x3/In2

Par croissances comparées et comme In(2) > 0, on obtient

eln(2)x e~ In2
@ Par définition on a 2 = &"®*_ Donc f(x) = = ( ) .

lim f(x) = 4o0.

X— 400
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Exercice 3 suite

© Comme pour x # 0, |sin(1/x)| <1, ona 0 < |f(x)| < |x] donc
IimO f(x) = 0 (par le théoréme d’encadrement).
X—r
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Exercice 4

Exercice 4

Les deux questions sont indépendantes.

- 1 .
@ Soit £ la fonction définie par f(x) = x — 2+ X—+1 Déterminer toutes les
% —

asymptotes a sa courbe représentative ainsi que les positions relatives de la
courbe par rapport a ses asymptotes.

@ La fonction définie par g(x) = 2x + 1 — y/x admet-elle une asymptote en
+o0?
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Exercice 4 suite

© Le domaine de définition de f est Df = R\ {1}.

Asymptotes verticales.
On a

lim f(x) = —ocoet lim f(x)=4o0
x—=1~ x—1t

donc la droite d'équation x = 1 est une asymptote verticale au graphe de f, noté Cr.
Asymptote en £oo.

On traite tout d'abord la limite en +oo0.
. .ox+1 .
lim x—2=4occet lim lim f(x) = 4o0.
X—+00 x—+oo x — 1 — 400
On forme maintenant le quotient f(x)/x et on regarde la limite en +co0. On a

f 2 1 1
), 2, 1x+
X

=1 donc
X

X xx—1

——= = 1. On obtient une direction asymptotique suivant la droite y = x.

On forme maintenant f(x) — x pour déterminer |'ordonnée a I'origine éventuelle de |'asymptote

éventuelle. On a
x+1

x—1

f(x) —x=-2+

1
Comme lim > i 1, il vient lim f(x) —x=—1.
x—+o0o x — 1 xX——+00

On conclut que la droite d’équation y = x — 1 est asymptote (oblique) a la courbe Cr en +oo.
Limites et continuité MATH103 MISPI 11/ 22




Exercice 4 suite

Pour connaitre la position relative de Cr par rapport a cette asymptote, on étudie le signe de
f(x) — (x—1).

x+1 2
Onaf(x)—(x—1)= 1477 _

x—1 x—1

|'asymptote d'équation y = x — 1 en +o0.

> 0 en 4o00. Donc le graphe de f est au-dessus de

Etude en —co.

=1ldonc lim f(x)=—o0
X—r—00

On forme maintenant le quotient f(x)/x et on regarde la limite en —co. On a déja calculé
f(x) 2 1x+1 . f(x) . i .
f(x)/x: —==1— -+ =——.Donc lim ———= =1. On obtient une direction
X x xx-1 x——o00 X
asymptotique suivant la droite y = x.
On forme maintenant f(x) — x pour déterminer I'ordonnée a I'origine de |'asymptote éventuelle.

On a

1
f(x)—x=-2+ X+
x—1
. x+1 . . s .
Or, |lim =1,donc lim f(x)—x = —1. La droite d'équation y = x — 1 est une
X——00 X — X——00

asymptote oblique a Cf en —oo. Pour connaitre la position relative de C¢ par rapport a
I'asymptote, on étudie le signe de f(x) — (x — 1).

x+1 2
Onaf(x)—(x—1)= 14+ _
x—1 x—1
Donc le graphe de f est au-dessous de |'asymptote oblique d'équation y = x — 1 en —o0.

<0en —oo.
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Exercice 4 suite

Meéthode plus rapide : on peut remarquer que

—142 2
f(x):x—2+!:x—2+1+7:x—1+¢(x)
X — x—1

2 N
avec p(x) = 1 — 0% quand x — 00 et appliquer la définition.
x —
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Exercice 4 suite

f
=%] ——
20| y
10!
0
10 +
.20 L
A0 5 0 5 10
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Exercice 4 suite

e Dg = [0,+OO[

On a
(x) 24 1 1
Xx) = x - — —
g 7
Donc xﬁllToo g(x) = +oo.
On forme maintenant le quotient g(x)/x.
On a 1 1
g _,, 1 1
X x X
Donc lim ) =2

On forme maintenant g(x) — 2x et on étudie la limite en +oo.
On obtient

g(x) —2x=1-+/x

Donc (x) —2x = —o0.
X

lim g
—+oo
On conclut que Cg n'admet pas d’asymptote (oblique mais une
branche parabolique de direction y = 2x en +00).
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Exercice

40

35+

30+

25t

20 +

0

‘ y:2x R
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Exercice 5 : en autonomie

Exercice 5

Etudier la limite de la fonction f aux points proposés :

Q f(x)=x*(Inx+e¥)en + o0

O f(x ):X—zen + 00
Q f(x)zlnx—i—%en + oo

Q f(x)= 2—en + oo
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Exercice 5 : suite

Q f(x)=x"*(Inx+ ) en + 0.
o Inx e
“Hinx+e¥) = — + —; et d’apres les limites comparées on a
X

X

. Inx . e
im — =0et lim — =+oodonc lim f(x)=+o0.
x—4oo x4 x—+oo x4 x—+00
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Exercice 5 : suite

Q f(x)=x"*(Inx+ ) en + 0.
o Inx e
“nx+e) = — + — , et d'apres les limites comparées on a
X
. Inx , eX
im — =0et lim — =+oodonc lim f(x)=+o0.
x—4oo x4 x—+oo x4 x—+00
%

e
Q f(x):Fen + o0.

ons;

X
3 ez e

) donc lim — = Ilim = +o00.

X—+00 X3 u——+o0o 8u3

Limites et continuité MATH103 MISPI 15 / 22



Exercice 5 : suite

Q f(x)=x"*(Inx+ ) en + 0.
o Inx e
“Hinx+e¥) = — + —; et d’apres les limites comparées on a
X
X

. Inx . e
im — =0et lim — =+oodonc lim f(x)=+o0.
x—+oo x4 x—4o00 x4 X—400
X
2

e
Q f(x):Fen + o0.

X
x\3 ez e
3-8 (7> donc lim —= = lim 53 = too.
2 Xx—+00 X u——+o0o 8u

Q f(x):lnx—i—%en + o0.

. . 1
lim Inx=4oc0et lim —==0donc lim f(x)=+oc.
X—>+00 X—+00 4/ X X—+00
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Exercice 5 : suite

2X

o f(X): ; en + o0.

Les résultats sur les croissances comparées sont valables en remplacant e*
par a* avec a > 1 mais on peut raisonner aussi de cette facon :

ox exln2 el

lim = = lim ——=(In2)® = lim —(In2)®>=+o00

x—400 x3 X—>+00 (X In 2)3( ) u—+o00 u3( )

d'aprés les limites comparées et sachant que In2 > 0.
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Exercice 5 : suite

X

2

o f(X): ; en + o0.
Les résultats sur les croissances comparées sont valables en remplacant e*
par a* avec a > 1 mais on peut raisonner aussi de cette facon :

ox exln2 el
3

lim — = ————(In2)} = lim

3 _
x—+o0 x3 xEToo (xln 2)3 u—+oo U (ln 2) =t

d'aprés les limites comparées et sachant que In2 > 0.

3+ x2
f(x) = — en + 0.
Q ) Inx + x2 _ _

On factorise numérateur et dénominateur par le terme dominant :
2

3+ x? _ (1 + %)

Inx +x2  x2(1+ nx)

Chacune des parenthéses ayant pour limite 1 en 400 on a donc
X

lim f(x)= lm — =+o0.
X—r+00 X—+00 X2
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Exercice 6 : en autonomie

Exercice 6

© Montrer que In(2) < 1 (On rappelle que e ~ 2, 718).
X _ X2

x—4oo eX —5 '

@ Déterminer lim

. X _ 2
© On considére la fonction f définie par f(x) = 3x + 2 + x—X5 Montrer
e j—

que la courbe représentative de f admet en +o0o une asymptote que |'on
précisera.
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Exercice 6 : suite

© La fonction In est strictement croissante et 2 < e donc In(2) < In(e) = 1.

© Commencons par factoriser le numérateur et le dénominateur par le terme

dominant.
Xz n X2 X2
2% — x? _ 2(1 - %) _ exn2(1 - ) _ ex(|n271)(1 — %)
e—5  e(1-2) e(1-2) (1-2)

. . 5
On a premiérement lim —
x—+oo eX

=0.

2
. ) N . . . X .
Puis d'apres les croissances comparées lim — = 0. On obtient donc :
—+oo 2%

2
1- 2

lim %:
X——+00 (]_—67)

D'autre part, comme In2 —1 < 0 (premiére question), lim *("2=1Y) =,
X——+00

] ] 2x _ X2
Finalement,| lim ——— =0|.
x—+o0 X —5h
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Exercice 6 : suite

2% — x2
© Posons ¢(x) = ——5 On a alors
f(x) =3x+ 2+ p(x) avec X—|I>Too o(x)=0.

Donc la courbe représentative de f admet en +o0o une asymptote oblique
d'équation y = 3x + 2.
De plus d'aprés les croissances comparées, lim 2X — x> = 400 et donc

X—>+00
lim x) =04.
L o(x) +
Finalement la courbe représentative de la fonction f est au dessus de
I'asymptote.
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Exercice 7 : en autonomie

Exercice 7

On considére la fonction définie par f(x) = x + In(1 + 2e~%*). Déterminer son
domaine de définition et étudier les asymptotes en +o0o et —oo ainsi que la
position relative de la courbe et de ses asymptotes.

Indication : on pourra utiliser, aprés I'avoir justifié, que :

1
Vx € R, x 4+ In(1 +2e72¥) = —x +In(2) + In(1 + 562X)_
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Exercice 7 : suite

@ Comme 1+2e 2 >0, f est définie sur R i.e. Df = R.
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Exercice 7 : suite

@ Comme 1+2e 2 >0, f est définie sur R i.e. Df = R.

@ Asymptote en +oo.
Posons ¢(x) = In(1 4 2e7%*). On a alors

f(x) =x+¢(x)avec lim ¢(x)=0.

X—+00

Donc la droite D; d'équation y = x est asymptote a la courbe Cr en +oo.
De plus f(x) —x = In(1 +2¢7%*) >0 car 1 +2e 2 > 1.
Donc la courbe Cr est au dessus de D;.
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Exercice 7 : suite

© Asymptote en —oc.
Ona:

f(x) = x + In(2e7>(e* + %)) =x—2x+In(2)+In(1+ %ezx)

1
=—x+In(2)+1In (1 + 2e2x) .

1
En posant donc ¢(x) = In (1 + 2e2x>, ona
f(x) = —x+1In(2) + p(x) avec lim p(x)=0.
X——00
Donc la droite D, d’équation y = —x + In(2) est asymptote a la courbe Cr
en —oo.
1
De plus f(x) — (—x +1In(2)) = In(1 + §e2X) > 0.

Donc la courbe Cr est au dessus de Ds.
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Exercice 7 : suite
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Exercice 7 : suite

4 T T T

Ff——
y=X
y=xX+In2) —— -
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