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Introduction

Introduction

On va étudier des systémes d’équations du type :

x 4+ y + z =1
(s1){ 2x vz =2
-Xx — y + 32 =20
Xy + Xo + X3 + Xz = 1
(82) Xy 4+ Xo + 2X3 = 2
Xo + 3x3 + 2x4 = 0

x,y,z) € R
4
X1, X2, X3,X3) € R

(S1) : linconnue est
(S2) : linconnue est

—_~ o~

On les qualifie de « systémes linéaires » : pourquoi ?
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Introduction

Définition

On dit qu’une application

F L — R estlinéaire si
Tl X=X, X%, ..., %) — F(X)

o V(X,Y)eR"xR", F(X+Y)=F(X)+F(Y),

VX eR"VAER, F(AX)=XF(X).

Rappel :
siX=(X,x,....xn) ER" €t Y = (y1,¥2,...,¥n) € R" alors

X+Y =X +Y1, %+ Yo,.... Xn + ¥n),
A X = (AX, A X2, ..., A Xn).
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Introduction

Reprenons le premier systeme :

X +y
(S1)< 2x

+ o+
CK‘JNN
I
o N

posons X = (x,y,z) € R et
FX)=x+y+2z, GX)=2x+2z, HX)=-x—-y-+3z

Chacune des applications F, G, H : R® — R est linéaire :
ceci caractérise précisément les systemes linéaires

Chacune des lignes prise isolément est une équation linéaire
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Introduction

Reprenons le premier systeme :

X + vy
(S1)< 2x
-Xx —y + 32 =0

+ Z
+ z

I
no

Ensemble des solutions : ensemble des triplets X = (x,y, 2)
qui satisfont les trois équations

On dit que X est inconnue vectorielle dans R3
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Introduction

On écrit les inconnues dans le méme ordre et les unes
au-dessous des autres, précaution indispensable pour éviter

les erreurs :
X+z+4+3y=1
y—-z+x=38
z—x—-y=3
doit étre écrit
X 4+ z 4+ 3y = 1
X -z + y =
X 4+ z — y =3
ou bien
X + 3y + z = 1
X +y — z = 8 "
x +y -z =3[R



Introduction

Un systéme d’équations linéaires ne comporte pas
nécessairement le méme nombre d’équations que d’'inconnues

Exemple :

—

X1 + X2 + X3 + Xz =
(82) Xy + Xo + 2X3
Xo + 3x3 + 2x4 = 0

I
o

(S2) est un systeme linéaire avec second membre de trois
équations a quatre inconnues.
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Introduction

Tous les systémes (d’équations) ne sont pas linéaires !

Exemple :
X + xy + z =1

Xyz +y + z¢ = 2
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Introduction

Le plus simple des systéemes d’équations linéaires est
'équation ax = b : une équation, une inconnue

Cette équation a :

@ une et une seule solutionsia#0: S = {b/a}
@ aucune solutionsia=0etb#0:S=1
@ une infinité de solutionsia=b=0:S =R (ou C)

On retrouve également cette méme variété de cas dans I'étude
générale ...
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Introduction

Deux systémes d’équations linéaires sont équivalents s'ils ont
le méme ensemble de solutions (éventuellement vide ou infini)

Les deux systemes suivants sont équivalents... et n’ont pas de

solution :
X 4+ z + 3y = 1
X -z +y =8
X 4+ z —y =3
2x + 6y + 2z = 2
X +y — z =8
X +y — z = -3
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Résolution des systemes linéaires par la méthode de Gauss

Sommaire

@ Résolution des systémes lingaires par la méthode de Gauss
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Résolution des systemes linéaires par la méthode de Gauss

Systémes triangulaires

Considérons le systéme suivant, dans lequel on a numéroté les

lignes :
X + y + z = 1 Ly
(T) 2y + z = - Lo
—Z = 4 L3

Ce systeme est d’un type particulier qu’on appelle triangulaire
supérieur. Il est résolu trés simplement par remontée

La méthode de Gauss décrit un algorithme pour
transformer le systeme de départ en un systeme

triangulaire équivalent %Y SCIENCES
w ET MONTAGNE




Résolution des systemes linéaires par la méthode de Gauss

La remontée, exemple :

-z = 4 L3

On prend les équations a partir de la derniére et « on re-
monte » :

on calcule z, puis y, puis x par substitution des inconnues déja
calculées ...

%71 scIENCES
ET MONTAGNE



Résolution des systemes linéaires par la méthode de Gauss

La remontée, exemple :

dans L3 :z=—4

dansL2:2y:—1—z:_1+4:3:>y:g

enfin,dansL1,x:1—y_z:1_g+4:g

~
| W

,—4)}
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Résolution des systemes linéaires par la méthode de Gauss

Méthode de Gauss

Transformations permises dans la méthode de Gauss pour
transformer un systéme en un systeme triangulaire équivalent :

@ changer I'ordre des équations

@ changer I'ordre des inconnues (dans toutes les équations
a la fois)

@ multiplier une équation par un réel non nul

@ conserver toutes les lignes sauf une et ajouter a cette
ligne une combinaison linéaires des autres

Ces transformations sont réversibles et donc transforment un
systéme en un systéeme équivalent
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Résolution des systemes linéaires par la méthode de Gauss

Méthode de Gauss

Une fois fixé I'ordre des équations et des inconnues, pour
obtenir un systéme triangulaire a partir d’'un systéme de n
lignes notées de haut en bas Ly, ..., Ly, le principe général de
I'algorithme de Gauss est le suivant :

@ utiliser la premiére ligne (L) pour éliminer la premiere
inconnue de toutes les autres lignes

@ recommencer avec le sous-systéeme formé des nouvelles
lignes Lo, ..., L, et avec la seconde inconnue

et ainsi de suite. On précise tout cela sur quelques exemples ...
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Résolution des systemes linéaires par la méthode de Gauss

Méthode de Gauss, exemple 1 :

3x + 2y =0 Ly
x -y =1 L

Linconnu est (x, y)

- . . o1
Pour éliminer x dans Lo, il faut lui soustraire §L1 :

5

3x + 2y =0 Ly
1
— 5_}/ = 1 L2 — L2 — §L1

Lo + Lo — ;L1 signifie que la nouvelle ligne 2 s’obtient par
1

'opération Ly — 3

L4 sur les lignes initiales %77 sCIENCES
w ET MONTAGNE



Résolution des systemes linéaires par la méthode de Gauss

Méthode de Gauss, exemple 1 :

3x + 2y =0 Ly
- 5y = 1 LQ%LZ—%L1

En pratique, on peut se contenter de noter cette étape ainsi :

{3X + 2y = 0 L
5 1
— —y =1 Lo — —L
3y 2~ g
La re-numérotation des nouvelles lignes par Ly, Lo, ... est

implicite, pour alléger
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Résolution des systemes linéaires par la méthode de Gauss

Méthode de Gauss, exemple 1 :

Attention : il faut décrire 'opération effectuée, ici L, — §L1,

en face la ligne obtenue et non pas par anticipation au niveau
du systeme de départ
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Résolution des systemes linéaires par la méthode de Gauss

Méthode de Gauss, exemple 1 :

On a obtenu le systéme triangulaire souhaité. On procede a la
remontée :

L, donne y = _53 puis :

2 2
Ly donne x = 3V =5

. . ¥ sCIENCES
on a une unigue solution wn MONTAGNE



Résolution des systemes linéaires par la méthode de Gauss

Méthode de Gauss, exemple 1 : remarque

On pouvait simplifier un peu le calcul en commengant par une
permutation de lignes :

x -y =1 Ly + Lo
3x + 2y = 0 Ly + Ly
Ensuite :
X —y =1 Ly
5 = -3 Ly, — 3L4

On trouve bien sar le méme résultat que précédemment
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Résolution des systemes linéaires par la méthode de Gauss

Méthode de Gauss, exemple 2

X + y + Zz = 3 L1
2x + y - z = 2 L
-2X — y + 2z = -1 L3

Linconnue est (x, y, z)

On ne permute pas les lignes car le coefficient de x dans la
premiere ligne est 1 et les calculs seront simples
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Résolution des systemes linéaires par la méthode de Gauss

Méthode de Gauss, exemple 2

X + ¥y + z = 3 L1
2x + y - z = 2 Ly
-2Xx — y + 2z = -1 L

élimination de x dans les lignes 2 et 3 :

X + Yy + Z = 3 L1
-y - 3z = -4 L2 — 2L1
y + 4z = 5 L3 + 2L1

On ne travaille plus qu’avec les deux dernieres lignes. ..
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Résolution des systemes linéaires par la méthode de Gauss

Méthode de Gauss, exemple 2

X + y + z =3
-y — 3z = -4
y + 4z =5

élimination de y dans la ligne 3 :

X + Yy + Z = 3 L1
-y — 3z = -4 Lo
V4 = 1 L3 + Lg
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Résolution des systemes linéaires par la méthode de Gauss

Méthode de Gauss, exemple 2, la remontée :

x +y + z =3
-y — 3z = -4
z = 1

Lz donne z =1
Lrdonney =4—-3z=1

Lydonnex=3—-y—z=1

S={(1,1,1)}
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Résolution des systemes linéaires par la méthode de Gauss

Méthode de Gauss, exemple 3

e Exemple 3:

X + 2y + z = 8 Ly
2x + y + 3z = 11 Lo
-Xx — 3y + 2z = -7 Ly

élimination de x dans les lignes 2 et 3 :

X + 2y + z =8 Ly
-3y + z = -5 Lo+ Lo — 2L,
-y + 3z = 1 L3 < L3 -+ L1
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Résolution des systemes linéaires par la méthode de Gauss

Méthode de Gauss, exemple 3

Pour profiter de coefficients plus simples on pourrait échanger
les deux derniéres lignes. A titre d’exemple on va plutét
permuter I'ordre des inconnues y et z :

X + z + 2y = 8 Ly
z — 3y = -5 Ly
3z — y =1 L3

élimination de z dans la ligne 3 :

X + z + 2y = 8 Ly
z — 3y = -5 Lo
8y = 16 Ly — 3L,
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Résolution des systemes linéaires par la méthode de Gauss

Méthode de Gauss, exemple 3

X + z + 2y = 8

8y = 16

Remontée :
Lz donney =2
Lydonne z=-5+3y =1
Lydonne x =8 -z -2y =3.
Attention : on remet les valeurs dans I'ordre implicite (x, y, z)
choisi au départ (c’est la le danger des permutations de
variables) :

S={(8,2,1)}
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Résolution des systemes linéaires par la méthode de Gauss

Méthode de Gauss, exemple 4 :

X 4+ 2y + z =8 Ly
2x + y + 3z = 11 Ly
3x + 3y + 4z = -7 L3

élimination de x dans les lignes 2 et 3 :

X + 2y 4+ z = 8 Ly
—3y + z = -5 L, — 2L,
—3y + z = =31 L3 — 3L1
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Résolution des systemes linéaires par la méthode de Gauss

Méthode de Gauss, exemple 4 :

X + 2y + z = 8
-3y + z = -5
-3y + z = -31

On observe immédiatement une incompatibilité entre L, et Lj.
Lélimitation de y ou de z dans la derniere ligne conduit a :

X + z + 2y = 8 Ly
-3y + z = -5 Ly
0 = -26 L3 —Lp

En raison de la troisieme ligne, on est dans un cas ou il n’y a
pas de solution :
S=10
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Résolution des systemes linéaires par la méthode de Gauss

Méthode de Gauss, exemple 5 :

X + 2y + z = 8 Ly
2x +y + 3z = M1 Lo
3x + 3y + 4z = 19 L3

élimination de x dans les lignes 2 et 3 :

x + 2y 4+ z =8 Ly
-3y + z = -5 Lo —2L4
—3y 4+ z = -5 Lz — 3L

Il'y a redondance!
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Résolution des systemes linéaires par la méthode de Gauss

Méthode de Gauss, exemple 5 :

X + 2y + z = 8
-3y + z = -5
-3y + z -5

I'élimination de y ou de z dans la derniere ligne conduit &

X + 2y + z = 8 Ly
-3y + z = -5 L,
0 =20 L3 — Ly

La derniére ligne peut étre enlevée. |l reste deux équations a
trois inconnues : on dit que le systéme est sous-déterminé
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Résolution des systemes linéaires par la méthode de Gauss

Méthode de Gauss, exemple 5 :

X + 2y + z = 8
-3y + z = -5

On choisit I'une des inconnues que I'on « fait passer » dans le
second membre (ce choix est par exemple dicté par la facilité
des calculs ultérieurs) :

X + z = 8 -2y Ly
Z:—5+3y1_2

On résout le systeme obtenu en considérant y comme un
paramétre et les inconnues x et z sont alors exprimées en

fonction de (du paramétre) y. .. -
w SCIENCES
ET MONTAGNE



Résolution des systemes linéaires par la méthode de Gauss

Méthode de Gauss, exemple 5 :

X + z = 8-2y
z = -5+ 3y

Ly donne x =8 — z— 2y = 13 — 5y et on a finalement
S={(13-5y,y,-5+3y):ycR}
Une autre expression (paramétrage) du méme ensemble de

solutions serait obtenue en choisissant z comme parameétre
plutét que y
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Résolution des systemes linéaires par la méthode de Gauss

Remarques

On voit gu’il ne sert a rien de réécrire les inconnues x, y ...

Il suffirait d’écrire les coefficients sous forme de tableau et de
faire évoluer ce tableau a chaque opération d’élimitation ou de
permutation
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Résolution des systemes linéaires par la méthode de Gauss

Remarques

La méthode de Gauss s’appelle parfois
méthode du pivot de Gauss

Dans l'algorithme, et a chaque étape d’élimination, le pivot est
le coefficient de I'inconnue dans la ligne qui va servir a éliminer
cette méme inconnue dans les lignes suivantes :

Dans I'exemple 2 et dans I'élimination de x dans les lignes 2 et
3, le pivot est le coefficient de x de la premiere ligne, c’est a
dire 1

Dans I’élimitation de y dans la troisiéme ligne, le pivot est le
coefficient —1 car la deuxiéme ligne contient —y
@ SCIENCES
ET MONTAGNE



Résolution des systemes linéaires par la méthode de Gauss

Remarques

Pour I'implantation sur ordinateur, le choix du pivot est crucial :
on choisit le plus grand coefficient en valeur absolue afin de
minimiser les erreurs d’arrondis et on effectue les permutations
de lignes en conséquence
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Matrices

Sommaire

© Matrices
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Matrices

Matrices Définition

Une matrice a coefficients réels (ou complexes) est un tableau
rectangulaire de nombres réels (ou complexes)

M p(R) : ensemble des matrices a coefficients réels
comportant n lignes et p colonnes

Notation : M = (a,-7,-)1§,-§,,,1§j§p ou (a,-7j)1§,-7j§,, quandp=n
ou simplement (a; ;) s'il n'y a pas ambiguité

On dit que M est une matrice réelle de taille n x p

a;j désigne le nombre qui figure en ligne i (numérotation de
haut en bas) et en colonne j (de gauche a droite)
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On dit que la matrice M € M p(R) est :

e carréesin=p

e triangulaire supérieure si elle est carrée et du type

X X X
0 x x X
M= 0 0 x.. x
0 O 0 x

e triangulaire inférieure si tous les coefficients au dessus de
la diagonale sont nuls
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On dit que la matrice M € M p(R) est :

o diagonale si elle est carrée et si tous les coefficients hors de
la diagonale sont nuls :

x 0 0 0

0 x 0 0
M= X

0 O x 0

0 O 0 x

e nulle si tous les coefficients sont nuls. On la note 0
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On dit que la matrice M € M p(R) est :

¢ la matrice identité de taille n si elle est diagonale et ne
comporte que des 1 sur la diagonale :

1 00
12:<(1) ?) L=[0 10
0 0 1
e Uune matrice (ou vecteur) ligne, si elle est de type 1 x p

e une matrice (ou vecteur) colonne, si elle est de type n x 1
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Matrices

Exemples

Exemples :
e Nn=2,p=3
1 0
M = & E €M2,3(R)
-1 2 —=
° n:p:3
1 i 0
M=|-1 1 i]eMsC)
0 0 1
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Matrices

Exemples

Exemples :

e vecteur ligne de taille 4 :

(10 -15)

e vecteur colonne de taille 4 :

- O wWww
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Matrices

Transposée d’'une matrice

Soit A = (& ;) une matrice de taille n x p. La matrice transposée
de A, notée 'A est la matrice (b;;) de taille p x ntelle que :

vie[1,p].Vje[1,n], bjj=a;

La ligne i de A devient la colonne i de A.

Exemple :

-1 2 3 0
A= € Ma3(R), A= 2 1] eMjza(R)
0 12 = 3 o v
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Matrices

Somme de deux matrices

A = (a;;) et B = (b;;) : matrices de méme taille n x p
La somme de ces deux matrices est :

A+B % (a;+ bij)1<i<n 1<j<p
On ajoute les coefficients de méme position :
A= (a,-vj), B = (b,'J) = A+B= (a,-,j + b,'yj)

Il estimmédiat que 'on a :

A+ B =B+ A (commutativité) et A+ 0= A
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Matrices

Exemples

Exemple 1 :

11 1 -1 2 3 0 3 4
M‘(z 0 1>’N_<o 1 2)’M+N_<2 1 3)
Exemple 2 :

1 1 0
M=[2|, N=( 0 |, M+N=|2
3 4 7

Exemple 3 :
M=(1 2 3),N=(-2 0 -5),M+N=(-1 2 -2
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Matrices

Produit d’'une matrice par un scalaire

Soient A = (a;;) € Mpp(R) et A € R. La matrice produit de A
par le scalaire \ est la matrice de taille n x p définie par

AA= (A a,'J-)

On a les propriétés suivantes, toutes tres simple a établir :
1A=A0A=0,
AMA+B)=)XA+)\B,
A+ u)A= A+ LA

1 1 1 2 2
Exemple.M:(2 0 1>,>\:2, 2M:<4 0

2
2
SCIENCES
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Matrices

Produit de deux matrices

La définition du produit de deux matrices ne semble pas
naturelle, contrairement a la somme, car on ne fait pas les
produits des termes de méme position : elle sera éclairée par
'usage

Ce produit est soumis a une contrainte stricte sur les
dimensions des matrices : pour pouvoir effectuer le produit,
noté AB, de deux matrices A et B, il faut que le nombre de
colonnes de A soit égal au nombre de lighes de B

On commence par un cas particulier...
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Matrices

Produit d’une ligne par une colonne

Le produit d'une matrice ligne (a; a - &) de taille p et
by

bo
d’'une matrice colonne . de taille p, dans cet ordre, est

bp
donné par :
b,
bo
(a1 a - ap). : =ajbi+ab+---+apbp
bp
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Matrices

Produit d’une ligne par une colonne

Exemples :
(1 3).(2)=1(2+34=10
4 . :
-3
(1 -2 5).( 4 |=1(-3)+(-24+50=—-11
0
-3
Par contre le produit (1 3).( 4 | n'estpas défini
0
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Matrices

Produit de deux matrices : cas général

Soient A = (a;;) de taille n x p et B = (b;;) de taille p x q

Le produit AB est la matrice C = (¢; ;) de taille n x g dont le
terme géneral ¢;; est donné par le produit de la i-eme ligne de
A et de la j-eme colonne de B :

p
Vi e [[1 s n]], Vj S [[1 , CI]], Cij= Z a; k ka'
k=1

Deux matrices A € Mp, et B € Mp g donnent donc une
troisieme matrice C = AB € Mpq

nNxp-pxq—nNxq
| I—|
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Matrices

Exemple :

a=(2 1 1).| 2 |=-8b=(211).[ 0 |=-1
1 1

...on fait les six calculs et on trouve

C— -3 -1 4
“\-7 -3 4 @ SCIENCES
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Matrices

Exemple :

Attention : le produit BA n’est pas défini

B c Mj33 et Ac M3 :le nombre de colonnes de B n'est pas
€gal au nombre de lignes de A
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Matrices

Propriétés

On a les tres importantes propriétés suivantes dans tous les
cas ou les dimensions des matrices rendent possibles les
opérations :
associativité :

A(BC)=(AB)C

distributivité par rapport a I’addition
AB+C)=AB+AC
(A+B)C=AC+ BC,
et aussi, si A € Mpp alors
A Ip = lnA == A,
¥ sCIENCES
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Matrices

Propriétés

Attention : la commutativité du produit matriciel (A B = B A)
est fausse

Evident si les matrices ne sont pas carrées :

si A est une matrice n x p et B une matrice p x n, AB est une
matrice n x ntandis que B A est une matrice p x p

C’est en général faux aussi lorsque les matrices sont carrées...
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Matrices

Exemple :

2 2 1 3
A:(1 1),8:(_1 _3>donne

00 5 5
o (0 %) a3 3)
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Matrices

Produit matrice-vecteur :

Le produit d’'une matrice n x n par un vecteur colonne de
dimension n est un vecteur colonne de dimension n

Le produit d’'un vecteur ligne de dimension n par une matrice
n x n est un vecteur ligne de dimension n

Exemples :
a b c 1 a+2b+3c
d e f 2= d+2e+3f
g h i) \3 g+2h+3i
a b c
(1 23)(de f]=(a+t2d+3g b+2e+3h c+2f+3i)
g h i 5
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Matrices

Matrices inversibles

Définition
Une matrice carrée A € Mp(R) est inversible, si et seulement
Si:

dBe Mpy(R), AB=BA=1,

B s’appelle alors la matrice inverse de A et est notée B = A™'

On a la méme définition en remplagant R par C
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Matrices

Matrices inversibles

On admet la proposition suivante :

Proposition

A € M, estinversible si et seulement si

IBe M, AB=1,

Remarquons simplement que s’il existe B € M, et C € M,
telles que AB = I, et CA = I, alors B = C. En effet :

AB=l,= C(AB)=Cly=C= (CA)B=C= ,B=C=B=C
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Matrices

Exemple :

a=(13) 5= (5 )

1 0
AB:BA:<O 1>:l2

On vérifie que
. . L 3 -2
donc Aestinversibleet A~ = B =
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Matrices

Remarque

Toute matrice n’est pas inversible

Il est d’abord nécessaire que la matrice soit une matrice carrée,
mais cela ne suffit pas.

En effet, s’il existe un vecteur colonne non nul X tel que

A.X =0, Ane peut pas étre inversible :

on aurait A~'.(AX) = 0 et, grace & la propriété d’associativité,
on obtiendrait (A~".A).X = 0. Do [h,X =X =0
contradiction

Exemple : la matrice ( 1

-1 1
[prendre X = (1)}

> n'est pas inversible
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Matrices et systemes d’équations linéaires

Sommaire

@ Matrices et systémes d’équations linéaires
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Matrices et systemes d’équations linéaires

Ecriture matricielle d’'un systeme linéaire

Tout systéme d’équations linéaires comportant n équations
portant sur p inconnues peut s’écrire AX = Bou :
X est un vecteur colonne de taille p constitué des inconnues

B est le vecteur colonne de taille n constitué des seconds
membres

A une matrice n x p constituée des coefficients du systeme

C’est notamment pour avoir cette écriture qu’on a introduit le
produit de matrice
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Matrices et systemes d’équations linéaires

Exemple 1

(S){X + 2y = 1

x —y = -1
X 1 1 2
OnposeX_<y>,B_(1),onaalorsA:(1 1)
EneffetAX:<X+2y> donc
X—y
(S)<= AX=8B
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Matrices et systemes d’équations linéaires

Exemple 2

X + 2y + z= 0

S)¢2x +y — z= 1
X A = 2
X 0 1 2 1
OnposeX=|y |,B=[1],A=12 1 -1
z 2 1 0 -1
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Matrices et systemes d’équations linéaires

Exemple 3

X a 1 20
SoientX=|y |,B=|b |, A= 2 1 1
z c -1 10

X + 2y = a

AX=B<«<~—<{ 2x + y + z = b

-X + y = cC
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Matrices et systemes d’équations linéaires

Résultat fondamental

Théoreme

L'équation matricielle AX = B admet une unique solution pour

toute donnée B si et seulement si A est une matrice (carrée)
inversible et dans ce cas

AX=B< X=A"B.
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Matrices et systemes d’équations linéaires

Pour établir ce résultat, nous avons besoin de savoir
transformer une équation matricielle a I'aide d’'une matrice
inversible

Proposition

Si C est une matrice carrée inversible alors

AX = B < (CA)X = CB,
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Matrices et systemes d’équations linéaires

Pour établir ce résultat, nous avons besoin de savoir
transformer une équation matricielle a I'aide d’'une matrice
inversible

Proposition
Si C est une matrice carrée inversible alors

AX = B < (CA)X = CB,

Démonstration.

(=) La condition nécessaire s’obtient en multipliant par C a
gauche dans les deux membres; on obtient C(AX) = CB,
I'associativité donne alors (CA)X = CB.

(«) La condition suffisante s’obtient en multipliant & gauche
par C~', on obtient C~'((CA)X) = C~'(CB). Lassociativité
entraine (C~'C).(AX) = (C 'C).B=B.D'ou AX =B

)
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Matrices et systemes d’équations linéaires

La multiplication a gauche par une matrice inversible
transforme donc automatiquement un équation matricielle en
une équation matricielle équivalente.

La méthode de Gauss revient a chaque étape a une
multiplication a gauche par une matrice (inversible !)
convenable que vous pouvez chercher (ce qui garantit
I'équivalence des différents systémes).
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Matrices et systemes d’équations linéaires

Preuve du théoreme

(=) Sil'équation AX = B admet une solution pour toute donnée
B alors en particulier on peut résoudre les équations AX; = E;
ou E; est le vecteur colonne ne comportant que des 0 a I'excep-
tion d’'un 1 sur la i-eme ligne.

La matrice carrée (d’ordre n) C = (Xi --- Xj) dont les colonnes
sont les X; vérifie
AC — In
par définition des (X;).
Donc A est inversible
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Matrices et systemes d’équations linéaires

Preuve du théoreme

(<) Si A est inversible, on peut prendre C = A~ dans la propo-
sition précédente et on obtient

AX=B< X=AB

ce qui démontre I'existence et 'unicité de la solution
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Matrices et systemes d’équations linéaires

Méthode pratique de calcul de I'inverse d’une matrice

On écrit une équation de matrice A et de second membre B
quelconque. Par exemple si

1 11 a
A=11 0 1 |onprend B= | b | etonrésoutle systtme
01 1 c

linéaire associé par la méthode de Gauss (par exemple)

Si la matrice est inversible, la solution unique dépendra
linéairement des coefficients de B et pourra s’écrire sous la
forme X = M B ou M est une matrice de nombres réels (car A
est réelle). Comme on a aussi X = A~'B et que B est
quelconque on en déduit A~ = M
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Matrices et systemes d’équations linéaires

Méthode pratique de calcul de I'inverse d’une matrice

On a utilisé ce fait :
(VBe Mpi(R), MB=A"B) = M=A"

Ce dernier point se justifie ainsi :

en choisissant la matrice colonne B ne contenant que des
zéros sauf a la ligne /, I'égalité M B = A~'B donne I'égalité des
i—émes colonnes de M et de A~

En faisant varier / on obtient I'égalité des deux matrices
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Matrices et systemes d’équations linéaires

Exemple

X a
Onpose X=|y |,B=1| b
z c

X +y 4+ z = a
AX=B<=(S5)¢ x + z = b
y + z = ¢

et on résout ce systeme "
SCIENCES
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Matrices et systemes d’équations linéaires

Exemple

X + y + z = a L
X + z = b L
Yy + z = ¢ L3
X + z = b L
Yy + z = ¢ L3
X + y + z = a L
X + 2z b L4
y + z = ¢ Lo
y = a—-b L3—L4
X + z = b L4
y = a-b L -
y+z=c L AL



Matrices et systemes d’équations linéaires

X + z = b Ly
y = a-»b Ly
zZ = —a+b+c L3—1Ls

Puis on effectue la remontée :

= a - C

I
W)
|
o

X
y
z
X 1 0o -1 a
y
z

donc

Al=[1 -1 0 »
St A



Matrices et systemes d’équations linéaires

Cas d’'une matrice non inversible

Que se passe-t-il si la matrice n’est pas inversible ?

1 1 1

A=(1 -1 2

2 0 3
X +y + z = a
AX=B~=(S)¢ x — y + 2z = b
2x + 3z = ¢
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Matrices et systemes d’équations linéaires

Cas d’'une matrice non inversible

X + y + z = a L4
X —y + 2z = b Ly
2x + 3z = ¢ L
X + Yy 4+ zZz = a L1
— -2y 4+ z = b-a Lo — Ly
—2y 4+ z = c-—2a L3 —2L4
X + Yy 4+ z = a L1
— -2y + z = b—a Ly
0 = —-a-b+c Lz — Lo
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Matrices et systemes d’équations linéaires

Cas d’'une matrice non inversible

X + y + z = a
AX =B <~ -2y + z = b—a
0 = —-a—-b+c

Comme prévu, on trouve que le systeme n’a pas de solution
pour tout second membre (a, b, ¢) : il faut pour cela que
—-a—-b+c=0

On conclut que la matrice A n’est pas inversible.
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Sommaire

e Matrices et systemes 2 x 2

%71 scIENCES
ET MONTAGNE



Matrices et systemes 2 x 2

Dans le cas particulier des systemes 2 x 2 on se propose de
donner un critére d’existence d’'une solution unique et dans ce
cas, de donner une formule générale de résolution

On obtient alors un critére d’inversibilité et 'expression explicite
de l'inverse d’une matrice carrée d’ordre 2
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Systémes 2 x 2

Considérons le systéme

ax+by=u L
(S){ CX‘|‘dy:V L2

de matrice associée A = (a b)
c d
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Déterminant d’'une matrice 2 x 2

On a les implications suivantes :

acx + bcy = cu clLy

ax+by=u L4 cax +ady =av al,

(S) { ext+dy—=v Ly 7 ) adx+bdy—du di;
bex + bdy = bv - bl,

(ad —bc)x=du—bv Lz— L4
(ad —bc)y = —cu+av Ly — L;

ad — bc est le determinant de la matrice A = (i 3)

On écrit : det A = a b

—ad — bc

@ SCIENCES
ET MONTAGNE
On remarque que det A = det ‘A



Déterminant nul

Pour terminer les calculs, il faudrait que det A = ad — bc # 0 afin
de pouvoir diviser ...

Comment interpréter la nullité d’un déterminant ?

Proposition

Soit A= a Z . Alors det A = 0 si et seulement si les lignes
(a b)et(c d) sontproportionnelles, ou encore, si et
b

d

N
(9)
~

seulement si les colonnes (i) et( ) sont proportionnelles.
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Démonstration.
(=) Supposons ad — bc =0

Si(a b)= (0 0)alorson a fini.
Sinon on a par exemple a # 0 :
© ,
on pose alors k = 2 de sorte que ¢ = ka, mais alors

ad—bc=0=d= gb = kb et les lignes sont
proportionnelles

Le raisonnement est analogue avec les colonnes mais on peut

aussi utiliser le cas des lignes et I'égalité det A = det'A

Ol
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Démonstration.
(<) Supposons les lignes proportionnelles.

Si(a b)= (0 0)alors le déterminant est nul. Sinon il existe

un réel k tel que ¢ = ka et d = kb, donc

det A = ad — bc = akb — bka =0

63
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Résolution du systeme (S)

(S) ax+by=u (ad —bc)x = du-—bv
cX+dy=v (ad —bc)y = —cu+av

Si|detA=0aveca=b=c=d=0]alors

e U=v=0etS=R?
e oubien (u,v) #(0,0)etS =10
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Résolution du systeme (S)

(S) ax+by=u (ad —bc)x = du-—bv
cX+dy=v (ad —bc)y = —cu+av

Si ’detA = 0 avec a, b, ¢, d non tous nuls | alors on doit nécessai-
rement avoir du—bv = 0 et —cu+av = 0 (s'il existe une solution
(x,y)) soit encore

a u
c Vv

=0

ab
c d

u b
v d

et donc (a, b,u) et (c,d, v) sont proportionnels i. e. les deux
lignes du systeme linéaire sont proportionnelles, a conditipn qu'’il
existe au moins un couple (x, y) solution de (S)! wg'ﬁgﬁiﬁm



Résolution du systeme (S)

(S) ax+by=u (ad —bc)x = du-—bv
ex+dy=v (ad—bc)y = —cu+av
e Si(a,b,u)et(c,d,v)nesontpas proportionnels alors S = ()

e Si(a,b,u) et (c,d,v) sont proportionnels alors le systéme
(S) est équivalent a n'importe laquelle des deux lignes conte-
nant un coefficient non nul

Par exemple, sia# 0 alorson a (S) < Ly et

S:{(u_aby,y) : yeR}
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Résolution du systeme (S)

(S) ax+by=u (ad —bc)x = du-—bv
cX+dy=v (ad —bc)y = —cu+av

Enfin si|det A # 0| alors on anécessairement

u b a u

o Qu-bv_|v d y_—cu+av_ c v
ad — bc a bl ad — bc a b

c d c d

et on vérifie que ces valeurs conviennent (= est une <).
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Résolution du systéme (S) : conclusion

@ SidetA=0aveca=b=c=d=0 alors (S) admet des
solutions ssiu = v = 0 et dans ce cas S = R?

@ SidetA =0 avec a, b, ¢, d non tous nuls alors (S) admet
une infinité de solutions ssi (a, b, u) et (c, d, v) sont
proportionnels. Si par exemple a # 0 alors on a (S) < L4

u—>b
2 Y ) yeRr)

@ SidetA # 0 alors (S) admet une unique solution donnée
par les formules de Cramer :

etdans cecas S = {(

u b a u
v d c Vv
X = 9 — .
a b y a b I\GNE
c d c d




Remarque

Formules de Cramer :

b

b a u
d _|c v

’ “la b
d c d

Pour se souvenir de ces formules on notera que pour le
numérateur de la 1'¢ inconnue x, on remplace la 1 colonne du
déterminant de A par la colonne du 2¢ membre tandis que pour
le numérateur de la 2¢ inconnue y, on remplace la 2¢ colonne
du déterminant de A par la colonne du 2¢ membre
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Inverse d’'une matrice 2 x 2

Ré-écrivons, sous I'hypothése det A # 0, les formules de
Cramer sous la forme suivante

X = th(du bv)

= L( cu+ av)
V' = A

On a prouvé que ( ) ( —b > (U) avec (u, v)
detA a v
-b
detA ( - a )

arbitraire donc A~ =
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Inverse d’'une matrice 2 x 2

En résumé :
Proposition

Une matrice A = z Z) est inversible si et seulement si

det A # 0 et dans ce cas son inverse s’obtient par la formule :
A1 1 d —-b
detA \ —C a

: 1 T :
La matrice en facteur de detA s’obtient a partir de Aen

€
échangeant les termes de la diagonale (a et d) et en
changeant les autres de signe
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