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Exercice 1 (fonction). Soit f: R — R la fonction définie par f(z) =In (e il )

A e I

On a

.OnaDy={zrecR:

Montrer que le domaine de définition de f est Dy = R.

La fonction f est-elle paire ? Est-elle impaire ?

Calculer les limites de f en —oo et 4-00.

Donner le domaine de dérivabilité de f puis calculer la dérivée f’.
Etudier les variations de f (on dressera un tableau de variation).

Etudier les asymptotes éventuelles a la courbe représentative C; de f et leur position
relative.

Tracer le graphe C; de f, ses asymptotes et le vecteur tangent a Cy en 0 (on distinguera
les courbes et vecteur a 'aide de différentes couleurs).

In(2) ~0,7.

et +1

>0} = R car im (exp) C R}

Le domaine de définition est symétrique par rapport a l’origine. On a f(—1) = In (e 2+ )

et 1). Ainsi f(—=1) # f(1) et f(—1) # —f(1) car e # 1. Donc f

tandis que f(1) =1In (
n’est ni paire, ni impaire.

On a
lim f = —In(2)" et limf = lim In(e*(14+¢7®)) —1In(2) = lim (z —In(2)) = +o0

T—r+00 T—>+00
car limexp = 0.
— 0o

dérivable sur R

L’application f est dérivable sur R en tant que composée de = >

xT

a valeurs R et de u — In(u) dérivable sur RY. De plus, Vz € R, f'(z) = e$e+ T
Comme f’ > 0 sur R, on obtient
x —00 0 +00
I 0" + % + 1~
S 400
! —‘111(2)Jr —
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6. D’apres 3, Cy admet l'asymptote horizontale d’équation y = —1In(2) en —oo et se situe
au-dessus de cette asymptote. D’autre part, f(z) =  — In(2) + In(1 + e™*); donc Cy
admet "asymptote oblique d’équation y = x —In(2) en +00 et se situe au-dessus de cette
asymptote.

Exercice 2 (dérivée et asymptote).

(2
1. On considere la fonction f définie sur R} =0, +-00[ par Vo > 0, f(z) := 2+ 1+ w
x

(a) Montrer que la droite d’équation y = x + 1 est asymptote a la courbe Cy.
(b) Montrer que f est dérivable sur R’ et calculer la dérivée f' de f.
(c) A-t-on lig.} ff=17
(d) Peut-on prolonger f et f’ par continuité en 07
2. Soit g : R} — R dérivable sur R, et telle que lig.} ¢ = ¢ € R. On suppose que la droite

d’équation y = ax + b est asymptote a C, en +00 i.e.

EIgp:Rj—>R,limg0:06t Vo > 0,9(x) = ax + b+ ¢(z).

En appliquant le théoreme des accroissements a g sur [z, z + 1] et en faisant tendre x vers
00, montrer que a = /.

La fonction ¢ est-elle dérivable? Si c¢’est le cas, que peut-on dire de lim o7

3. On considere la fonction h définie sur R, = [0, +oo[ par Vo > 0, h(z) :== 2 + 1 + /.

(a) Donner le domaine de dérivabilité de h et calculer h'. Déterminer lim h'.

(b) La courbe représentative C, de h admet-elle une asymptote en +o0o ?

(2
1. (a) Ona f(z) =241+ p(x) avec p(x) := sin(a”) et lJirmgp =0 car |sin| < 1. Ainsi, la
X 0

droite d’équation y = = + 1 est asymptote a Cy en +o00.
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(b) La fonction f est dérivable sur R’ en tant que somme de fonctions dérivables sur
212 2) _ ain( 2 . 9
R7}. De plus, f'(z) =1+ 2 cos(x”) — sin(z”) sin(z”)

=1+ 2cos(2?) —

2 22

(¢) La limite de f’ en 400 n’existe pas a cause du terme cos(x?).
En particulier,

? ggfijsglrélptote non verticale a Cy en + 0o } % Hligol £
(d) On a l(i)IElf =1et 1('1)1+n f'=2. Donc f et f’ se prolongent par continuité en 0.
2. Soit # > 0. Comme g est dérivable sur R, il existe ¢, €]z, + 1] tel que
gz +1) = g(x) = ¢'(cz)-
Or, g(x +1) —g(z) =a+ ¢(x + 1) — ¢(z). Ainsi,
) ez

lim ¢'(c;) " ="{¢= lim (a4 p(x+1)—p(x)) =a.

T—r+00 T—+400

Comme ¢ = g — (axz +b), ¢ est dérivable sur R, et lim ¢ = —a=0. En particulier

3 une asymptote de coefficient directeur @ € R a C, en + oo
g dérivable et lJirmg' =(ecR =l=a

3. (a) Ona Dy =R: et Vo >0, b (x )—1—1—7 Enfin, hmh/—l
(b) On a lim hz) =1 =1lim%'. Cependant lim(h —z) = lim (1 + y/z) = +o0o. Par
r—+oo I +o00 +o0 T—+00

suite, C;, n’admet pas d’asymptote en 400 (mais une branche parabolique direction
asymptotique de direction y = x). En particulier

h dérivable et limh' =a € R

h e # 3 asymptote oblique a Cj, en + oo.
llm —=a
o T

Exercice 3 (intégration).

s
1. En intégrant 2 fois par partie consécutivement, calculer / e’ sin(z)dz.
0

In(z)

2. En utilisant le changement de variable u = In z, calculer les primitives / —————dzx
z(In*(z) + 1)

1. On a
/0 e’ sin(x)dx = [—e cos(:c)h

=" +1— / e’ sin(z)dz.
0

™

+ / e cos(x)dr =e€"+1+ [ex Sin(m)]Tr - / e’ sin(x)dx
0 0

0

s T 1
D’ou / e’ sin(z)dx = ¢t ‘
0 2
2. On a
ID(ZL‘) u=Inz U 1 9 1 )
ouC € R.
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Exercice 4 (systéme linéaire et matrice).

-1 0
1. On consideére A = (i :1 ?), B = (0 1 2) etC=10 =2

(a) Calculer, quand c’est possible, 3A — 2B, AB et C'A.
(b) Calculer AC. Que peut-on en déduire ?
2. On considere le systeme linéaire
r -y +2z =1
(S)s = -y +z =0
20—y +2z =0
(a) Déterminer les solutions de (S) a 'aide de la méthode de Gauss.

(b) Ecrire la matrice D de (S). Calculer D! si cela est possible (on utilisera la méthode
de Gauss en se ramenant a un systéme linéaire).

3. On considere les matrices F := (il)) i), X = (i) et F:= ((Z) avec x,1y,a,b € R.

(a) Ecrire et résoudre le systeme linéaire associé a 1’équation matricielle EX = F. En
déduire que F est inversible et calculer son inverse.

(b) Retrouver ce résultat a I’aide des formules de Cramer.

1. (a) Comme A et B sont du méme type, 3A — 2B a un sens et

3 =5 2
sa-on= (5 7 %)

tandis que AB n’est pas dfini car ncol(A) = 3 # 2 = nlig(B). Enfin, CA € Ms(Z)
a un sens et

-1 1 =2
CA=1-2 2 =2
0 0 1

(b) On a AC' € My(Z) et AC = I,. La matrice A (resp. C') est inversible a droite
(resp. gauche) mais non inversible car non carrée. On remarque en particulier que

M3(Z) 5 CA# AC € My(Z).

2. (a) On a
r -y +2z =1 r -y +z =0 T -y +z 0
r -y +z =0 & r -y +2z =1 & z =1
20—y 42z =0 20—y 42z =0 Y =0
r =-—1
Sy =0
z =1

Dot § = {(~1,0,1)}.
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3.

1 -1 2 x a
(by OnaD=|1 —1 1|.Notons X =[y|etY =/|b]. Alors

2 —1 2 z
r —y +2z =a r —y +z =0b
DX =Y &« r -y +z =b & r —y +2z =a
20 —y 42z =c 20 —y 42z =c
T -y +Z :b X :—G+C
& z =a—-b & ¢y =-2b+c
Y =c—2b z =a—>»

Ainsi, (VY € R*) (31X € R?), DX =Y. On conclut que D est inversible et

-1 0 1
D'=10 -21
1 -1 0
(a) On a
B r +y =a r +y =a x =4a—0»
EX_F@{Sx +4y =b @{ y =-3a+b ﬁ{y =-3a+b

D’ou E inversible et

(b) Par la méthode de Cramer, comme det(F) =1-4—1-3 =1 # 0, E est inversible
et on obtient directement

Pemm s )= (5 7))

) Fin de 1’épreuve



