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MATH103_MISPI (Mathématiques & applications)

Controéle terminal
mardi 04 janvier 2022 (13:30-15:30)

Documents, calculatrice, téléphone portable et montre intelligente interdits.
Lors de ’appréciation des copies, il sera tenu le plus grand compte du soin apporté a la présentation,
de la clarté de la rédaction et de la précision des démonstrations.

Exercice 1 (questions de cours).
1. Donner la définition et la dérivée de la fonction tan sous deux formes.
2. Enoncer le théoréme des accroissements finis.

3. Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b]. Que peut-on écrire a propos de

/a ’ F(t)dt

t -t
1. Soita € R, a # g[ﬂ'] La fonction tan est dérivable en a et tan’(a) = lim an(z) — tan(a) :
z—a r—a

r#a

?

1

cos?(a)’

2. Soit a < b€ R, f:[a,b] — R une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b]. Alors
il existe ¢ €]a, b[ tel que f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).

3. La fonction |f| est continue sur [a,b] et on a
b b
[ o] < [

Exercice 2 (limite, continuité, dérivabilité, branche infinie). On considere la fonction
f définie sur [0, 00| par

De plus, tan’(a) = 1 + tan®(a) =

et —1
ret —1°

fx) =

On désigne par C sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repere orthonormal

(0,4,7)
A. Etude d’une fonction auxiliaire

Soit g la fonction définie sur [0, +oo[ par
gx) =x+2—¢€".

1. Etudier le sens de variation de g sur [0, +00[ et déterminer la limite de g en +oc.
2. Montrer que 1'équation g(z) = 0 admet une solution et une seule dans [0, +o0].
On note «a cette solution et on rappelle que 2 < e < 3.
3. Montrer que 1 < a < 2.
On pourra admettre que 1,14 < o < 1, 15.

4. En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
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B. Etude de la fonction f et tracé de la courbe C

1. a. Montrer que pour tout x appartenant a [0, +ool,
oy €9
Jw) = (ze® +1)%
b. En déduire le sens de variation de la fonction f sur [0, +oo.

2. a. Montrer que pour tout réel positif x,

B 1—e"

r+e T

()

b. En déduire la limite de f en +oo. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
1

a+1
b. En utilisant I’encadrement de o donné dans la partie A, donner un encadrement

de f(a).

4. Déterminer une équation de la tangente (7') a la courbe C au point d’abscisse 0.

3. a. Etablir que f(a) =

5. a. Etablir que pour tout z appartenant a l'intervalle [0, +o0],

flx)—z= % avec u(xr) = e — xe® — 1.

b. Etudier le sens de variation de la fonction u sur Uintervalle [0, +00[. En déduire
le signe de u(x).
c. Déduire des questions précédentes la position de C par rapport a la droite (7).

6. Tracer C et (T') sur un méme croquis (unité graphique : 4 cm).

A. Etude d’une fonction auxiliaire

1. La fonction g est définie et dérivable sur Ry = [0,+o00[ en tant que somme de
fonctions dérivables sur Ry (théorémes générauz). De plus, Vo € R, ¢'(z) = 1—€* <
0 et ¢'(0) = 0. Ainsi, g est strictement décroissante sur R, . Enfin, lggg = —00 car
lim ze™® =0,
r—+00
2. Montrer que 'équation g(x) = 0 admet une solution et une seule dans [0, +oo.
Comme ¢(0) =1, lig)l g = —o0 et g est continue sur l'intervalle R, il existe o € R

tel que g(a) = 0. Comme g est strictement décroissante, un zéro de g est unique.
3.0nag(l)=3—e>0et g(2) =4—¢*> <0 donc a €]l,2].

4. Il s’ensuit que pour z € R,

>0 si0<z<a
gx){ =0 siz=a
>0 siz>a.

B. Etude de la fonction f et tracé de la courbe C
1. a. Montrer que pour tout x appartenant a [0, +ool,

R €0
fle) = (zer +1)2
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b. En déduire le sens de variation de la fonction f sur [0, +oo.

2. a. Montrer que pour tout réel positif x,

1—e¢e7"
fla) =

b. En déduire la limite de f en +oo. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

, 1
3. a. Etablir que f(a) = ——.
que f(a) = ———
b. En utilisant I’encadrement de o donné dans la partie A, donner un encadrement

de f(a).
4. Déterminer une équation de la tangente (1) a la courbe C au point d’abscisse 0.

5. a. Etablir que pour tout z appartenant a l'intervalle [0, +ool,

flz)—x= % avec u(z) = e* — ze® — 1.

b. Etudier le sens de variation de la fonction u sur intervalle [0, +oc[. En déduire
le signe de u(x).

c. Déduire des questions précédentes la position de C par rapport a la droite (7).

6. Tracer C et (T") sur un méme croquis (unité graphique : 4 cm).

Exercice 3 (intégration).

1.

Calculer / xIn(z)dz.

1—e"

6—1‘

On considere la fonction f définie par f(z) = sur [0, 4o00.

Déterminer une primitive F' de f sur [0, +o0].

In() : t
Calculer / % cos(e')e'dt a I'aide du changement de variable x = sin(e").
m(z) sin”(e’) +1

2

On a /xln(m)dw = %2111(:0) - %/mda: = %(ln(x) - %)

-t
. OnaF(x) = /f(t)dt = / Lo dt = In(z+e *)+C avec C' € Rcar (z+e™ ") = 1—¢7*

t4et
etz +e*>0sur R,.

On a

In(7) : t r—sin(et 0 1
/ _SE) g (etetar / = — {—ln(:cQ—O—l)}
! 1

n(%) SinQ(et) +1

car dx = cos(e)e'dt. Finalement

In(7) : t In2
/ '?HL cos(e')e'dt = el
In(Z) S (et) +1 2
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Exercice 4 (systéme linéaire et matrice).

1.

Soit A; = (; (1) 1) et By = (_01 ? 3) Si 'opération a un sens, calculer A; — 3B;.

11 -1 -3

. Soit Ay = (2 2) et By = ( 3 ) Calculer A;Bs et By Ay. Que peut-on en déduire ?

-2z —y + z= 0
On considere le systeme linéaire (S1)¢ —2x — 2y + 3z = 1 . Donner Iécriture
- -y + 2z= 2
matricielle de (S1).
-2 -1 1 a
On considere la matrice Ay = [ =2 —2 3| et B= |0 ] aveca, b, c € R.
-1 -1 2 c

(a) Ecrire le systeme linéaire associé a A, de second membre B.

(b) La matrice A4 est-elle inversible ? Si oui, déterminer son inverse.

On a Ay, 3By € My3(R) donc A; — 3By a un sens et A; — 3B, = (;l :g :g)

2 2 1 3 00 ) 5 5
On a AyB, = <1 1) (_1 _3> = (O 0) tandis que ByAy = (_5 _5)

On en déduit Ay By # By As donc le produit matriciel dans My (R) n’est pas commutatif.

-2 -1 1 T 0
Posons Ay = -2 -2 3|, X=|y|etBy=1|1]. Alors
-1 -1 2 z 2

2z — y + z=
(a) Le systeme linéaire est (S){ —2x — 2y + 3z= b .

Q

-r — y + 22= c
(b) On a
T + v - 2z2= —c r + y — 2z2= —c
SYed 20 —y + z= a < y — 3z2= a-—2c
—2r — 2y + 3z= 0 — z= b—2c
D’ou
x = —a+b-c
Yy = a—3b+4c
z = —b+2c

Des lors, pour tout B, (S) admet une unique solution Xp. La matrice A, est donc

inversible et
-1 1 -1
At=11 -3 4
0 -1 2
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