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Documents, calculatrice, téléphone portable et montre intelligente interdits.
Lors de ’appréciation des copies, il sera tenu le plus grand compte du soin apporté a la présentation,
de la clarté de la rédaction et de la précision des démonstrations.

Exercice 1 (questions de cours).

1. Donner la contraposée de ’assertion P = Q).

n n n+1
2. P 0<k<n—1,deé trer I'égalité = .
our n émontrer l'égalité <k) + (k—l— 1) <k+ 1)

3. Division euclidienne dans R[X] : énoncer avec précision le théoréme.

4. Quels sont les nombres complexes z tels que |z|* = 2*?

1. La contraposée de (P = Q) est (-Q = —P).
2. Soit 0<k<n—-1.0na

n no\ n! n! o onl(k+1) nl(n — k)
(k) i <k+ 1) ~ (n—k)! * n—k—-D'k+1)! m—KE+D! (n—k)(k+1)

B (n+1)! B (n+1)! B (n—i—l)
S n=k)k+D) (1= (k+FD)(E+1) \k+1

Théoréme. Soient A, B € R[X] avec B # 0. Alors,
3(Q, R) € R[X]?, A = BQ + R avec deg R < deg B.

4. Soit z € C. On a

z=0 o z2=0
Z=2,2%#0 z € R*

P =rez="s &z e R

Exercice 2 (Fonctions/Image directe/Image réciproque).
On considére la fonction f définie par

f(z) =z + 3| — |2z + 1].

Exprimer f sans utiliser de valeur absolue (on pourra distinguer différents intervalles).
Tracer la représentation graphique de f dans un repére orthonormé du plan.
Déterminer 'ensemble {z € R : f(x) = 0}.

Déterminer les ensembles f([—2,1]) et f~'([-2,1]).

Déterminer I’ensemble f~'(R*). (On remarquera que f~*(R*) = {x € R: f(x) < 0}.)
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6. Déterminer f(R).

7. L’application f est-elle surjective 7 L’application f est-elle injective ?

1.
1
T —00 -3 —— +00
2
|z + 3 —x—3 0 r+3 g r+3
22 + 1| -1 5 —22-1 0 20+1
f r—2 -5 3x+4 g —xr+2
2.

+
-ns

3. {f=0}= {—%,2}.

4. Par le graphique, on a

P2 = |2 ] e (2 1) = 2 -0

5. fYR") = {z € R, f(x) <0}=} —oo,—%[ U ]2,+oo[

3
5
6. f(R) =] — o0, 2]
7. L’application f n’est pas surjective car Vo € R, f(x) < 3.

4
8. L’application f n’est pas injective car f<_§) = f(2) =0.
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Exercice 3 (récurrence/bindéme). On considére I'inégalité
Ve e Ry, Vne N, (1+2)" > 1+nz. (1)

1. Démontrer (1) par récurrence sur n.

2. Démontrer (1) en utilisant la formule du binéme.

. @n=0:(1+2)"=1=14+0z>1+0z
(b) Supposons la propriété établie pour un entier n € N.

Comme (14 z)" > 1 + na par 'hypothése de récurrence, il vient en multipliant de
part et d’autre de cette inégalité par 1 +x > 0 (car z € R, ) :

(I+2)""' >1+2)(l+nz)=1+nr+z+nz’>1+ (n+ 1)z
La conjonction de (a) et (b) permet de conclure :
Vee R, ,Vne N, (1+2z)" > 1+ na.
2. Sin=0o0un=1 alors
1+2)°0=121+4+0zet(1+2) =1+z>1+1z

d’ou I'inégalité dans ces 2 cas.
Sin € [2,+o0o[ alors on a, par la formule du binéme de Newton :

(1+x)”=2<Z)xk:1+nx+2(2)xk>1+nx
k=2

k=0

n n n
— — > F>0.
car (O) ) (1) n, (k) >0etz" >0

Exercice 4 (polynome).

1. Effectuer la division euclidienne de A4 := X° — X% 4+ 3X3 4+ 3X? 4+ 2X + 4 par
B:=X%+2X +3.

2. Sans effectuer la division euclidienne de A par X + 1, montrer que X + 1 divise A.

1. On obtient A = B(X* — X +1) +2X?+3X + 100 Q = X* — X + 1 est le quotient
et R = 2X? 4+ 3X + 1 est le reste de la division euclidienne de A par B (on a bien
deg R =2 < 3 =degB).

2. Ona B(—1)=0et R(—1) =0 donc A(—1) =0 ; A est donc divisible par X + 1.

Exercice 5 (trigonométrie). On considére 1'équation
2cos? — 3sinf — 3 = 0. (2)

1. Montrer que (2) peut s’écrire avec uniquement des sin 6.
2. Déterminer les racines du polynéome P(X) = —2X? — 3X — 1.
3. Résoudre (2).
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. Comme cos? = 1 — sin?, (2) s’écrit
)

—2¢in?60 — 3sinf — 1 = 0.

1
Les racines (qui sont réelles) de P sont —1 et —3

. L’équation (2) s’écrit P(sinf) = 0. Compte tenu de ?7., il reste a résoudre sinf = —1 et

sinf = —3 Par conséquent :

s 5% s
8—{—§+2kw.kez}u{F+2kw,—g+2kw.kez}.

Exercice 6 (complexe/racine).

1.
2.

Résoudre I'équation 6% = —3 + 4¢ dans C.

En déduire les solutions de I'équation z* — (1 — 2i)z — 2i = 0.

Posons 0 = x + iy avec x,y € R. Il vient :

2~y =-3 2 =1 (z,y) = (1,2)
Ty =2 & VP =4 & ou
4+ Yy =5 vy =2 (ry) = (=1,-2)

Autrement dit, 6 = +(1 + 2i).

S OnaA=(—(1-2i))%—4(-2i)=1—4—4i+ 8 = —3 +4i. D’aprés 1,

1— 2+ 142 1— 2 — (14 2i
- U PN i—(d+2)

“l 2 2

On conclut § = {1, —2i}.

4 Fin de 1’épreuve



