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Documents, calculatrice, téléphone portable et montre intelligente interdits.
Lors de ’appréciation des copies, il sera tenu le plus grand compte du soin apporté a la présentation,
de la clarté de la rédaction et de la précision des démonstrations.

Exercice 1 (langage). Soit x € R. On considere I’assertion

SANE R

(A): (Ve >0,|z| <e)=a=0.

Montrer que l'assertion (A) est vraie.
Ecrire la négation de (A).

Donner la contraposée de (A).

Ecrire la réciproque de (A). Est-elle vraie ?

Que peut-on en déduire ?

||

On peut raisonner par I’absurde. Supposons x # 0. En posant gy := -5 > 0 (car = # 0),

on a en particulier |z| < go. Or
|x|<50<:)|x|<%|ﬂ:>>02<1—><—

Ainsi, z = 0. On conclut que (A) est vraie.
—(A): (Ve >0,|x| <e)etx#0.

3. Contraposée(A) : x # 0 = (Jego > 0, |z] > ).

Réciproque(A) : x =0 = (Ve > 0, |z| < ¢).
La réciproque est vraie; en effet, si z = 0 alors Ve > 0, [z| =0 < ¢.

On en déduit
(Ve >0,|z| <e) e x=0.

Exercice 2 (fonction/application). Pour chacune des relations suivantes, dire si elle définit
une fonction (de la variable z) de R dans R, préciser son domaine de définition, I'expliciter et
tracer sommairement son graphe dans ce cas. Puis dire si ¢’est une application ou une fonction
(de la variable z) qui est injective, surjective ou bijective.

1.

2
3.
4

V(z,y) € R? 2Ry < 9° = 22
V(z,y) € R? #Ryy < In(y) = x ol In désigne le logarithme néperien.
V(z,y) € R? oRay < y = 22
V(z,y)

z,y) € R 2Ry < y = 2°.
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1. La relation Ry ne définit pas une fonction de R dans R car (—1)R;1 et 1R41 donc le
graphe de R, n’est pas fonctionnel.

2. La relation R, définit la fonction f, : R — R avec Dy, = R telle que fo(x) = €”; fy est
une application injective (car strictement croissante), non surjective (car fo > 0) donc
non bijective.

3. La relation Rj3 définit la fonction f;3 : R — R avec Dy, = R telle que f3(z) = 2 fs
est une application qui n’est pas injective (car f3(—1) = 1 = f3(1)), non surjective (car
f3 = 0) donc non bijective.

4. La relation R4 définit la fonction f, : R — R avec Dy, = R telle que fy(x) = x3; fy est
une application, injective (car strictement croissante), surjective donc bijective.

Exercice 3 (nombre/inégalité). On justifiera rapidement les réponses a ’aide d’une pro-
priété appropriée.

1. Soit z, y € R. On suppose z +y € [—2,1] et z —y € [—1,2]. En déduire un encadrement
de x et de y.

1
2. Soit z, t € Rtel que |[z+ 1] <2et [t —1] < 3
(a) Donner un encadrement de z et t.

z
(b) Donner un encadrement de z ¢ et T

1. On a
-2 < z+y <1

-1 < z—y <2
-3 < 2z <3

car 'ordre est compatible avec ’addition.
Ainsi 3 <zr<-=
) 2 ~ ~ 2

De maniere analogue
r+y <1
y—x <1
2y <2

I
N\
INVIN N

Ainsi, —2 <y < 1.
2. On a
z+1|<2e-1-2<2<1e -3<2<1.
De maniere analogue

1 3
t—1ll<le -—<t<—.
it —1] 5 5

Comme t > 0, on obtient

<2zt = 9<z1t<3
J— \Z\ [ — —
2 2

car l'ordre (resp. strict) est compatible avec la multiplication par un scalaire positif ou
nul (resp. strictement positif).

A nouveau car t > 0

| W
N
~ | N

1 Z
<-=-060<—-<2.
t t
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Exercice 4 (récurrence/binéme).

1. On considere la suite (uy,),en définie par

Ug =0
Upy1 = 3Up, —2n+ 3

(a) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, on a u, = n.
(b) En déduire la limite de la suite (u,)neN-
2. Soit n € Net z € R.

(a) Montrer que pour tout k € [0, n], <n ﬁ kz) = <Z)
(b)

(c) Développer (1 + z)*".

(d)

Développer (1 + z)".

En remarquant que (1 +x)*" = (1+2)"- (1 +2)", en comparant le coefficient de "
dans les deux expressions et en utilisant 2a. montrer que

() -20)

1. (a) (i) Onawuy=0=0=n.

(ii) Supposons la propriété vraie a 'ordre n. On a
Upr1 =3Up —2n+323n—2n+3=n+3>2n+ 1.
On conclut
(1) A (i1) = Vn € N, u, > n.

(b) En vertu du théoréme de comparaison, comme Vn € N, u,, > n et limn = +o00, on

—+00

obtient lim u,, = +o0.
“+00

Exercice 5 (complexe/racine).

1. (a) Dans C, déterminer les solutions de I'’équation 6* = —5 + 12i.
(b) Résoudre I'équation (2 +i)z* — (34 2i)z + 1 — % = 0.

2. Soit a, b € C et n e N™.

(a) Déterminer les solutions complexes de ’équation

n
zZ—a ,
=1.
(b) Question bonus : Quelle propriété géométrique commune possedent les images de
ces solutions dans le plan complexe ?
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1. (a) Posons 6 = x + iy avec z,y € R. Il vient :

$2 - y2 =5 $2 =4 (ma y) = (27 3)
Ty =6 «{ ¥ =9 & ou
2 + =13 xy =6 (x,y) = (=2,-3)

Autrement dit, § = +(2 + 3i).
(b) On a

A:(—(3+2¢))2—4(2+z’)(1—%):9+12¢—4—2(2+z)(2—z):5+12i—212+z'12

—5+12i —2(4+1) = —5 + 12i.

D’apres 1,
342—(243) 1 1—i 1 (1—49)(2—14i) 1—3i
1 = —_ — . — — . f—
! 2(2 + 1) 2 24+i 2 441 10
et
Lo 3H2i+2+30 5 1+ 5 (1+4)(2—1d) 3+
2T 202+ 2 244 2 5 T2
1—-31 3+
O lut S = :
n conclu { TR }
2. Onaz#aetz#D. Posonsu:%.Siu#li.e.a%balorsuestracinen—iémedez’.
Z_
Ainsi o
ut =i u e {emen 1 0<k<n}
Des lors,
% ou(z—b) Sz(1—u)=b ot ua
u = uz—b)=z—asz(l-u)=bu—asz =
z—0b 1—u

i (1+4k)w kn

be' " —a ae" G50 — peilan+57)
Szel————0<k<n,y = 0<k<nb.
{ T h } { 2 cos( - + k) =

n

D’autre part, posons A := M(a), B := M(b) et M := M(z). On a

- _Z =1&|z—a|l=|z—-0 & M e Médiatrice([A, B]).

Z pa—
De plus,

2
arg(z —a) —arg(z — b) = arg(a — z) —arg(b— 2) = Qi[—w]
n
Autrement dit . _m
(MA,Mg) :u avec 0 < k< n—1

2n
2n — 1
4 I

La position de M passe d’'un demi-plan limité par (AB) a 'autre en k = |

4 Fin de 1’épreuve



