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Chapitre 3.  
Développements limités (DL)
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Calcul de  

développements limités
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Mathematiques_mesopotamiennes 


https://fr.wikipedia.org/wiki/Systeme_sexagesimal 

Exemple : calcul de 


Les babyloniens il y a 2500 ans...
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Mathematiques_mesopotamiennes
https://fr.wikipedia.org/wiki/Systeme_sexagesimal
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Livre Dunod 1862 tables racines

Calcul de  = 1.4142135623730952
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x0 = 1, xn+1 =
xn + 2
xn + 1

→ 2

y0 = 1, yn+1 =
y2

n + 2
2yn

→ 2

Méthode 1

Méthode 2

Calcul de  = 1.4142135623730952
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Calcul de  = 1.4142135623730952
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où P est un polynôme de degré n et h est proche de 0

f(x + h)  P(h)≈0

Développements limités
On cherche à donner une approximation de f autour d'un 
point x  par un polynôme, de la forme0

Le signe ≈ signifie

où lim    (h) = 0.εh 0→

P(h) = a0 + a1h + … + an hn.

f(x +h) = a0 + a1h + … + an hn + hn (h)ε
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Écriture alternative

Il est possible(mais absolument pas nécessaire) de noter (x − x0)


on retient seulement que c’est une quantité qui tend vers 0.

ε

On dit que n est l’ordre de l’approximation.

Peut-on construire cette approximation à partir de f(x0) et des


dérivées de f en x0 ?

x = x0+h :   

f(x) = a0 + a1(x - x0) + … + an (x-x0)n + (x-x0)n (h)ε
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Exemples

Exemple : tangente en un point.

Exemple : approximation par une parabole en un point.

[Au tableau]
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Exemples f (x) = ex
     autour de x0 = 0 :

ex ≈ 1, précisément 


ex= 1 + (x)ε

ex ≈ 1 + x, précisément 


ex= 1 + x + x (x)ε

ex ≈ 1 + x +   , précisément 


ex= 1 + x +   + x2 (x)ε

x2

2
x2

2
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Ordres de grandeur
f est prépondérant devant g en x0  ou g est négligeable devant f 
en x0  si

Exemple : puissances en 0. Puissances en x0.

Si x0 est implicitement connu, on note juste g(x) = o(f(x)). En


particulier quand x0 = 0 on ne le met pas.

Notation : g(x) = o(x0)(f(x)), ou g(x) = f(x) (x) avec  
(x) 0 quand x  x0.

ε
ε → →

ou g(x) = f(x) (x) avec (x)  0.ε ε →
x  x0→

lim        0→
x  x0→

g(x)
f(x)
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Dans l’exemple f (x) = ex
     on a donc:

ex ≈ 1, précisément 


ex= 1 + o(1)

ex ≈ 1 + x, précisément 


ex= 1 + x +o(x)

ex ≈ 1 + x +   , précisément 


ex= 1 + x +   + o(x2)

x2

2
x2

2
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Exemple d'un polynôme
Soit f (x) = 1 + 2x - x2 + x3

En x0  = 0

Pour x = 0,01,  f (x) = 1 + 2  0,01 - 0,0001 + 0,000001

f (x) = 1 + o(1)


f (x) = 1 + 2x + o(x)


f (x) = 1 + 2x - x2 + o(x2)


f (x) = 1 + 2x - x2 + x3 + o(x3)
{=0
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Comportement au voisinage de 1
f (x) = 1 + 2x - x2 + x3, x0  = 1, x = 1 + h,


h petit, donc x est autour de 1, h = x - 1 est autour de 0 


f (x) = f (1 + h) = 3 + 3h + 2h2
 + h3

f (x) = 1 + o(1)


f (x) = 1 + 3(x-1) + o((x-1))


f (x) = 1 + 3(x-1) + 2(x-1)2 + o((x-1)2)


f (x) = 3 + 3(x-1) + 2(x-1)2 + (x-1)3 + o((x-1)3)


{=0
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D'où viennent les coefficients ?


La constante : valeur en x0, f(x0) = 3


Le terme d'ordre 1 : dérivée en x0,  f’(x0) = 3


Les termes d'ordre supérieur en lien avec les dérivées 
d’ordre supérieur ?


    f’’(x0) = 4 et donc         =2f’’(x0)
2

f (x) = 3 + 3(x-1) + 2(x-1)2 + …
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Si f est un polynôme de degré n,


f (x) = f(x0) + f’(x0) (x - x0) +        (x - x0)2 + … +       (x - x0)n 
f’’(x0)

2

f(n)(x0)
n!

Vérification pour x0 = 0 !


En particulier, pour tout k,

f (x) = f(x0) + f’(x0) (x - x0) +        (x - x0)2 + …
f’’(x0)

2
f(k)(x0)

k!
+       (x - x0)k + o((x-x0)k)
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Exemple : le cas de f (x) =        au voisinage de x0 = 0.
1

1-x

On sait que

= 1 + x + x2 … + xn 
1 - xn+1

1-x

On peut vérifier si la formule précédente, pour des polynômes,


est toujours valable.
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Formule de Taylor

Théorème 1


Si f est k fois dérivable en x0, alors f admet le développement 
limité  a l'ordre k en x0 suivant :


f (x) = f(x0) + f’(x0) (x - x0) +        (x - x0)2 + …
f’’(x0)

2
f(k)(x0)

k!
+       (x - x0)k + o((x-x0)k)
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Exemples :
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Manipulation des D.L. Somme et produit.


Si f et g admettent un DL à l'ordre n en un même point x0, 
alors f + g et f g admettent un DL à l'ordre n en x0  obtenu en 
faisant la somme et le produit et en tronquant les puissances 
plus grandes que n

⋅

f(x) = a0 + a1(x - x0) + … + an (x-x0)n + (x-x0)n (h)ε

g(x) = b0 + b1(x - x0) + … + bn (x-x0)n + (x-x0)n (h)ε
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Alors,


(f+g)(x) = (a0+b0) + (a1+b1) (x - x0) + …  
                              + (an+bn)(x-x0)n + (x-x0)n (h)ε

(f g)(x) = a0b0 + (a0b1+a1b0) (x - x0) + …  
                + (a0bn+a1bn-1+…+anb0)(x-x0)n + (x-x0)n (h)

⋅
ε

et




22

Manipulation des D.L. Composition.


Si f admet un DL  a l'ordre n en x0  et g admet un DL à l'ordre


n en y0 et de plus g(y0) = x0


Alors f g admet un DL à l’ordre n en y0 obtenu en tronquant le 
DL par composition des DL de f et g les puissances plus grandes 
que n.

∘

f(x) = a0 + a1(x - x0) + … + an (x-x0)n + (x-x0)n (h)ε

g(y) = b0 + b1(y - y0) + … + bn (y-y0)n + (y-y0)n (h)ε

g(y0) = x0
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f(x)= a0 + a1(x - g(y0)) + … + an (x-g(y0))n + (x-g(y0))n (x)ε

g(y) = g(y0) + b1(y - y0) + … + bn (y-y0)n + (y-y0)n (y)ε

En posant x = g(y) 


f g(y)= a0 + a1(g(y)-g(y0)) + … + an(g(y)-g(y0))n + (g(y)-g(y0))n (y) 


= a0 + a1(b1(y-y0) + … + bn(y-y0)n + (y-y0)n (y)) + …


+ … + an(b1(y-y0) + … + bn(y-y0)n + (y-y0)n (y)) + (y-y0)n (y)

∘ ε

ε

ε ε

Calcul et troncature de toutes les puissances supérieures à n.
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Exemples (en x0 = 0)


Somme ex-cos(x) = ? 
Applications aux limites usuelles en 0 :


Produit      ordre 1, puis 2.  
 
Application :      (= 1,02025269402…)


Composition : (1+y+y2)3 = f g(y) avec g(y)=y+y2 et


f(x) = (1 + x)3 = 1 + 3x + 3x2
 + x3 

 avec y0=0, g(0)=0=x0. A l'ordre 2.

∘

ex − 1
x , ex − 1 − x

x , ex − 1 − x
x2 , 1 − cos(x)

x , 1 − cos(x)
x2 , sin(x)

x , ln(1 + x)
x …

ex

1-x
e0.01

0.99
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Autres exemples


tan x =        à l'ordre 5 en x0 = 0


Avec formule de Taylor.


Avec opérations sur les D.L.

sin x
cos x
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Applications

En sciences physique, calculs d'erreur 
(souvent le DL à l'ordre 1 suffit). 
 
Rappel : le mouvement du pendule sin x ≈  x, cos x ≈  1


En math


calculs de limite


Connaissance d'un graphe.

Exemple : x  ln(1 + x + x2) au voisinage de 0 et 1.→


