Cubils mabthemalk Eq UES
F(;) WY i, 28 scLenees
CM &

MATH203
ECM+&ETD+3TP

Maria Kazakova (LAMA)
Bak. 21, bur 21

%A\\ Ce support est en construction, pour toutes remarques maria.azakova@univ-smbfr

1






Calcul de \/5

dévemppemen%s Limikés

Exemple : calcul de \ﬁ

Les babjtov\mms tl Y a 2500 ans...

U oe
<T?Q#i®

1 10 600 3600 36000 216000

Signes numériques « proto- ==
cunéiformes » avec le systeme
sexageésimal (60, 600, 3600, etc.).

Photographie de la tablette YBC 7289
annotée. Les nombres écrits dans le systeme
babylonien donnent la racine carrée de 2
avec quatre chiffres sexagésimaux
significatifs, soit prés de six chiffres
décimaux :

1 + 24/60 + 51/60% + 10/60° = 1,41421296...
(crédit : Bill Casselman).

Méps://nfr‘wiwi%gedmmrg/w&t&i/ Mathematiques_mesopotamiennes

htbps: //frwikipedia.org/wiki/Systeme_sexagesimal
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Méthode 1 L, X4 = =
Xy = y,% ity y \/5
méthode 2_ Lo s g
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Calcul de /2 =

iteration 1,
iteration 2,
iteration 3,
iteration 4,
iteration b5,
iteration 6,
iteration 7,
iteration 8,
iteration 9,

iteration 10,

x = 1.5,

x =1.4,

x = 1.416666666666667
x = 1.413793103448276
x = 1.414285714285714
x = 1.414201183431953
x = 1.41421568627451
x = 1.414213197969543
x = 1.41421362489487

x = 1.414213551646055,

- K Y ’ J . . 1 ’ d . 't ’
S S ST

. NL N " NL

R A "\‘\ oV "\‘\ iy

y =15
y = 1.416666666666667
y = 1.414215686274510
y = 1.414213562374690
y = 1.414213562373095
y = 1.414213562373095
y = 1.414213562373095
y = 1.414213562373095
y = 1.414213562373095
y = 1.414213562373095
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On cherche a donner une approximation de £ autour d'un
point x, par un polyndme, de La forme

fxgr W) & Plh)

oh P est un polyndme de degré n et h est proche de ©

evelo F? meints Limites

P(W) = a0 + ath + ... + a, k4,

Le signe % signifie

£x +h) = ao + aith + ... + a, W+ hne(h)

o Lim, _ _elh) = o,
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X = Xoth !
£x) = ao + a1lx = Xo) + .o + o (=X + (x=XoYe(h)

Il est passibte(mais absolument pas nécessaire) de noter e(x - xo)

on rekient seulement que cest une qu&h&&é qui tend vers o,
On ALk que K eskt L'ordre de L approxima&ow

Peut-on construire cette approximation a partir de £(x0) et des

dérivées de § en xo ?
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Exemple : tangente en un point.

Exemple : approximation par une Parabote en un point.

[Au tableauw]



Exemple
5 =
ples £ (x) = e* autour de xo= ©
O = 5
ex % 1, préa&sémem&

ex= 1 + &(x)

ex % 1 + 2€i
X, premsémem&

ex= 1 + x + xe&(x)

ex % 1+ x +X° précisé
5 premsemem&
exz= 1 + Ay
x += + x2e(x)

Pd
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f est devant q en xo ou q est devant
e Xo SL

ou q(x) = $(x)e(x) avec &(x) —> o,

X — Xo

Ex@.mpi.@. - Fmissav\{:es e O, Puilssances en Xo.

Noktation : q(x) = oxa)(f(x)), ou q(x) = £{(x)e(x) avec
e(x)—0 guand x — X,

St %o est implicitement connu, on note juste glx) = o{£(x)). En

par&c:uiier quamd Xo = © o e le meb pas.
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Dans L'exemple £ (X) = ex o a done:

ex % 1, précisément

ex= 1 + of1)

ex % 1 + x, précisément

ex= 1 + x +olx)

) S A XZ LTLE - e
ex % 1 + x *3 premsemem&

2
ex= 1 + % 4—% + o{x?)
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SQ£&§QX>$1+ZXmXZ+x3
BN Xo = ©

Pour , £ (x) =1+ 2x0,01 - 00001 + 0,000001
o £ (x) =1+ o(1)

o £ (x) = 1+ 2x + of(x)

o £ (x) = 1 + 2x - x2 + o(x?)

o £ (x) =1+ 2x = x2 + x3 + o(x3)

w
=0
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Com F:'c;) rtemwment auw voilsin aqe de 1

L) =z1+2x = x2+ %3, xe=1, x =1+ h,
h done x est autour de 1, h = x = 1 est autour de ©
£ ()= £ (1 +h) =3+ 3k + 2he+ W3

o £ () =1+ o(1)

o £ () =1+ 3(x-1) + o((x-1))

o £ (x) = 1 + 3(x-1) + 2(x-1) + of(x-1)2)

o £ (x) = 3 + 3(x-1) + 2(x-1)22 + (x=1)3 + o((x-1)3)

w
=0
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SRR s
(x=1) + 2(x=1)2 + ...

o La cownstante : valeur en xo,
o Le terme d'ordre 1 : dérivée en xo

o Les kermes d'ordre supérieur en Lien avee les dérivées
d’ordre sutﬁéri&ur 7

£"(x0) = 4 et done
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St § est un polyndme de degré n,

£ (x) = f(xo) + £'(x0) (X = xo) + ‘F”(;o) (x = Xo 2 + ... (MZETO%X ~ Xo

V;é.'l‘bﬂ&&ﬁo% pour xo = O :

£ par%&&utier, pour touk e,

“f”(m)

(x - x0>2 o=l 60

0O = $xo) + $(x0) (x = xo) +
i ‘f(":i:‘*")(x

" Xc)“f e O((X‘”Xo)“f)
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1
Exemple : le cas de § (x) = —— au voisinage de xo = O,

1-x%

O saik que

B S
1=%

On peut vérifier si la formule précédente, pour des polyndmes,

esk &Qujaurs valable.
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Formule de Taylor
Théaréme 1 |

ISt £ est k fois dérivable en xo, alors § admet le dévetoppemev\?z
iLimikte o lordre k en xo suivant : :

£ () = £{xo) + £'(x0) (X = %o) + TS (x = xo)2 + ...

R

" |
+ (x = %o )* + o{{x=%o)*) j

(94



k
Zx” + o(x¥), en xp = 0

n=>0

1

1—X:

Ic

exp(x) = Z ):ﬂ - o(x¥), en xp =0
n-—0 =

k n
In(1 + x) = Z(_1)”+1’j7 - o(xK), en xo = 0
n—1

k 2n-+1

U R - o(x212) en xg = 0

- (2n+1)!

K 2n
gosty ) Z(—l)”(;n)! - o(x** 1), en xg =0
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Mamipula&om des D.L. Somwme ek Proc{ué&

Si £ et 9 admettent un DL & lordre K e un méme
alors § + q et £-q9 admettent un DL & lordre n en x- obtenu en
faisant Lla somme ek le Prodm& ek e tronquant les pulssances
vlus grandes que 1

F’OEM& Ko,

£x) = ao + a1lx = Xo) + .o + A (X=X + (x=xo)e(h)

q(x) = bo + bi{x = xo) + ... + b (x=xo)* + (x=xo)e(h)
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Alors,

("f"”ﬂx)*) = (QG"‘b‘ﬁ) g (&1+b1> (x = %o) + ...
" (&m"”baz\)()(“)(o)“ + (X‘“Xo)“é‘(k)

et

Q’fﬂ)(") = aobo *+ (&obl"”ﬁlbo) (X T XO> + Jes

+ (aobntraibn-1+. . ranbo Y x=xo 1 + (x=xome(h)
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Manipulation des D.L. Composition.
St £ admet un DL a lordre n en xo ek g admet un DL 4 lordre
N en vo ek de PLMS g(vo> - Xo

Alors foq admet un DL & L'ordre n en yo obtenu en tronguant le
DL par composition des DL de £ et g les puissances plus grandes
“"' Mq

£x) = a0 + arlx = %) + .ov + an (x=xo I + (x=xoe(h)

)qY) = be + Paly = yo) + . + b (yyodr + (Yyo)re(h)
g(vo> - KXo
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f(x)= ae + aulx = g(yed) + ... + an (x=glyo))n + (x-glye)elx)
Iqy) = 9lye) + Paly = yo) + .o + bu (Yyo)r + (yyoely)

En posant x = g(y)

foglyd= ao + aslglyd-9(ye)) + - + anlgly)-9lyed) + (9lyd-9lye)Mely)
= a0 + axlbily=yo) * v + bulymyodr + (yryodelyd) + ...

o+ au(bilymyod + oo + Bulyryedn + (ymyore(yd) + (ymyodrely)

v

Calcul et Eroncabure de boubes les pu&ssamas ,. a .

R.3



Exemples (en xo= ©)

@ Somwme ex—cos(x) = ?
Apyti&a&oms aux Limites usuelles en o :

el A p BN iy o ST ] — COS(X) 1 — COS(X) sin(x) ln(l —+ X)

X % X % X2 ) X Y X2 % X % X
h. &
& Produik Yoo "ordre 1, puis 2.
QO o)l
Application : = %(.., 1,020282694-02...)

® Composition : (14—3*-32)3:: ﬂfog(j) AV e S(j):fj-t—vz ek

f(x) = (1 + x)3= 1 + 3x + 3x2+ x3 avec Yo=0, g(0)=0=x.. A lordre 2.
24



Aulbres exem[aw.s

st X

Faln X :tﬁs ”

a lordre £ en xo = ©

o Avec formule de Taylor.

@ Avec Qgéraﬁams sur les D.L.
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Appti&a&oms

o En sciences physique, calculs d'erreur
(souvent le DLa lordre 1 suffib).

Rappel : le mouvement du pév\duiﬁ. sth X % %X, cos x % 1
o Ewn mwath
o caleculs de Limite

o Connaissance d'un graphe.

Exemple @ x = LAl + x + x2) au voisinage de 0 et 1.
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