Chapitre 5 : fonctions usuelles
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Quelques rappels

Intervalles de R

Définition
Un intervalle de R est une partie / de R qui vérifie la propriété
suivante :

Vix,y)elxIl,VzeR, x<z<y=—zel

Si un réel z est compris entre deux éléments x et y
appartenant a /, alors il doit lui-méme appartenir a /;
R* n’est pas un intervalle de R.
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Quelques rappels

Intervalles de R

On peut classer ainsi les intervalles de R :

e Intervalles bornés :

[a,b]={xcR:a<x<b}
lapf={xeR:a<x<b}
[a,p[={xe€R:a<x<b}
lap={xc€R:a<x<b}

intervalle fermé)
intervalle ouvert)
intervalle semi-ouvert)

—~ o~~~

intervalle semi-ouvert)
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Quelques rappels

Intervalles de R

On peut classer ainsi les intervalles de R :

e Intervalles non-bornés :
[a,+c[={xeR:a<x}
la,+c[={xeR:a<x}

| —oco,bl={xeR:x<b}
] —oo,b[={xeR:x<b}
R =] — o0, +o0l.
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Quelques rappels

Monotonie sur un intervalle

Une fonction croissante « conserve 'ordre » tandis qu’une
fonction décroissante « inverse I'ordre »

Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle / de R :

e On dit que f est croissante si elle vérifie :

V(x,y) el x|, x<y = f(x)<f(y)

e Ondit que f est strictement croissante si elle vérifie :

V(x,y) €l x I, x<y = f(x)<f(y)
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Quelques rappels

Monotonie sur un intervalle

Une fonction croissante « conserve 'ordre » tandis qu’une
fonction décroissante « inverse I'ordre »

Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle / de R :

e On dit que f est décroissante si elle vérifie :

V(x,y) el x I, x<y = f(x)>f(y)

e Ondit que f est strictement décroissante si elle vérifie :

V(x,y) €l x I, x<y = f(x)>f(y)
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Quelques rappels

Parité

e f estune fonction paire si et seulement si :
Vx € Dy, —x € Dy et f(—x) = f(x)

Dans ce cas le graphe de f en repére orthogonal est
symétrique par rapport a I'axe Oy

e f estune fonction impaire si et seulement si :
Vx € Df, —x € Dy et f(—x) = —f(x)

Dans ce cas le graphe de f est symétrique par rapport a
l'origine O
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Quelques rappels

Symétries

o Si
Vx € R, (a+xe Di=a—xcDretfla+x)= f(a—x))
alors le graphe de f en repére orthogonal est symétrique par
rapport a la droite verticale d’équation x = a
e Si
Vx € Dy, (a— x € Dretfla—x) = f(x))

alors le graphe de f en repére orthogonal est symétrique par

rapport a la droite verticale d’équation x = >
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Quelques rappels

Symétries expliquées

e Soit(x,y)e G :={(x,y)eR?:x e Dys,y=Fx)=
{(x,f(x)) : x € D} C R?, graphe de f.

Soit x' € Dy et posons x := x’ —ac R. Alors x' = a+ x.
llvienta— x = a— (X' —a) =2a— x’' =: x" € D; et par suite
f(x") = f(xX') ie. (X", F(x")) = (X", f(x')) € Gy. Autrement dit,

(X7y) 6gf:> (2a—X,y) ng'

Le graphe G; est donc stable par la symétrie orthogonale
s: R® - R®

(X7.y) = (2a—X,y)

Le graphe G est ainsi symétrique par rapport a la droite

verticale d’équation x = a. "
SCIENCES
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Quelques rappels

Symétries expliquées

e Pour la seconde assertion, on remarque que

(Vx € Df, a— x € Dy)

a a a
@VxeR,(§+xeDf:>a—(§+x):é—xeDf>

Et donc f(g +x) = f(g — X) dés que g +x € Dy.

On se retrouve ainsi dans la situation précédente (ou g se
substitue a a).

On conclut que G; est symétrique par rapport a la droite
d’équation x = >
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Quelques rappels

Périodicité

e festune fonction périodique s’il existe un réel T > 0 tel que

Vxe D, x+TeDretf(x+T)=1f(x)

On dit que T est une période de f. Le plus petit de ces réels
T > 0 (s'il existe) est appelé la période de f

La représentation graphique étant faite sur un intervalle
quelconque de longueur T, la courbe compléte s’obtient en
effectuant les translations de vecteurs n Ti avec n € Z (si

T >0).
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Logarithme népérien, fonction exponentielle
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Logarithme népérien, fonction exponentielle

Logarithme népérien, fonction exponentielle

Les fonctions logarithme et exponentielle ont été étudiées en
classe de terminale

’, -3
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Logarithme népérien, fonction exponentielle

Lessentiel des rappels sont dans le polycopié

Il est impératif de les lire : toutes les définitions et tous les
résultats sont a connaitre parfaitement. En particulier :
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Logarithme népérien, fonction exponentielle

e Siu : | — R estune fonction dérivable sur un intervalle /,

alorsinu : = R
|l x — In(u(x))

u'(x)
u(x)

e Siu : | — R estune fonction dérivable sur un intervalle /,
| — R

est dérivable et

(Inuy (x) =

pour tout x € /

ne s'annulant pas sur /, alors In |u| : est
x — In(Jul(x))
dérivable et
/
(In|u)) (x) = LZI((;()) pour tout x € /
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Logarithme népérien, fonction exponentielle

e Siu: | — R estune fonction dérivable sur /, alors
£ { I — R

est dérivable sur / et
x — exp(u(x))

Vx € I, f'(x) = exp(u(x))u'(x)
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Logarithme népérien, fonction exponentielle

Exemples

-1 1
Pour x <0, (In(—x)) = — = =

,  —sinx
COS X

Pour x €] — [, (In(cos x)) = —tanx

I

N
NS

2x

Pour x e R\ {—1, 1}, (In|x2 —1|) = 2

1

N

X X2

Pour x € R, (e2) = xez
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Fonctions puissances
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Fonctions puissances

Exposants réels

Ce qui est déja connu : exposants entiers
3 déf —3 dér 1
2°=2x2x2 et 2 = 28
Extension facile :
Sir= 'g avec p € Z et g € N* on peut définir 2" comme
I'unique réel positif X tel que X9 = 2P. Ainsi, 2%/2 est I'unique

réel positif X tel que X? = 2% = 8, donc :
2%2 = V8

. PP ﬁ
mais comment définir 2V~ ? M CIENCES
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Fonctions puissances

Exposants réels

On cherche une définition cohérente avec les propriétés des
exposants entiers

En particulier on devra avoir 2! < 2v3 < 22 < ...
et €, avec cette définition, devra correspondre a exp(x)

Une définition « raisonnable » serait telle que
In(2¥3) = V/3In 2, et on aurait donc

2V3 — exp(v/3In2)
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Fonctions puissances

Exposants réels

On cherche une définition cohérente avec les propriétés des
exposants entiers

En particulier on devra avoir 2! < 2v3 < 22 < ...
et €, avec cette définition, devra correspondre a exp(x)

Une définition « raisonnable » serait telle que
In(2¥3) = V/3In 2, et on aurait donc

2V3 — exp(v/3In2)

Le membre de droite, qui est déja défini, servira de définition

pour le membre de gauche!
¥ sCIENCES
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Fonctions puissances

Exposants réels

Poura > 0etb e Ron pose a° := e?"@

Exemples :

’
_ eEI”a: eln\@:\/é

nl=

a

oV8 _ gv8In2 L33 donc 2! <2V3 < 22
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Fonctions puissances

Exposants réels

Poura > 0etb e Ron pose a° := e?"@

Contrat rempli :
Pour a > 0 et b € Z on retrouve la définition classique

Poura>0,d >0,bcRetb €R:

b b’

aba? = ab+b’ (aal)b _ aba/b

(a)?)” = a
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Fonctions puissances

Fonctions puissances

Définition
Soit o € R. On appelle fonction puissance « la fonction définie
sur0, +oo par h,(x) = x* ou

X& d:éf ev In x

La fonction h, : x — x est dérivable sur ]0, +oof et

(Xa)/ — axa—1

En effet, pour x > 0 :

(Xa)/ — (ea InX)I — g” Inx g — x@. g — axaf‘l

X X %71 scIENCES
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Fonctions puissances

Fonctions puissances

Conséquences :
e Sia > 0, hest strictement croissante sur 0, +oo|
e Sia <0, hest strictement décroissante sur 0, +oo[

Remarque : x° = 1, pour tout x €]0, +o0|
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Fonctions puissances

Limites des fonctions puissances

Sia < 0 alors

e Ilim x*= lim e =0
X——+00o X—400

o Iim x*= lim e*M™* = 1
x—0+ x—0+t
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Fonctions puissances

Limites des fonctions puissances

Si o > 0 alors

e lim x*= lim e*™* = 1
X——+00 X—+00
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Fonctions puissances

Limites des fonctions puissances

Si o > 0 alors

e Iim x*= lim e*™* =0

x—0+ x—0+ R i
On peut donc prolonger h,, par continuité a droite en x = 0 en
posant

ha(0) = 0% %0

e Sia €]0,1[ alors lim halx) = ha(0) _ iy ot _
x—07t X x—0+t

+o00
— tangente verticale en x =0
, . ha(x) — hy . _
e Sia>1alors lim ha(X) = ha(0) = lim xa@g:samces

) X—07+ X x—0+ ET MONTAGNE
— tangente horizontale en x =0



Fonctions puissances

Fonctions puissances : représentations graphiques

a €]0,1[ : méme allure que v/x
o > 1 :méme allure que x2

4.8

a>1

I<a<l1

a <0 %71 scIENCES
ET MONTAGNE
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Fonctions puissances

Racines n-iemes

Définition
Pournc N\ {0, 1} et x > 0, V/x est l'unique réel X > 0 tel que
X" = x.

e 1
Pour x > 0 on vérifie immédiatement que V/x = x7.

Pour n € N\ {0, 1}, la fonction x — /x est dérivable sur R’ et
n/\/ 1 14

Attention : comme on le sait déja pour v/x,

pas de dérivabilité en 0 e
SCIENCES
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Fonctions puissances

Dérivée de u”

e Siu: | — R estune fonction dérivable sur /, alors
‘. { I — R

X U0 est dérivable sur [ et

vxel, f(x)=(ux)) =aux)*""u(x)

ATTENTION : ne pas confondre x — x? et x — &. Poura > 0:
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Fonctions puissances

Dérivée de u”

e Siu: | — R estune fonction dérivable sur /, alors
. { I — R

X U0 est dérivable sur [ et

vx el f(x) = (u(x)") = au(x)*""u(x)
ATTENTION : ne pas confondre x — x? et x — &. Poura > 0:
(aX)/ :(exlna)/ — exlnav .Ina=1Ilna- &

(Xa)/ :axa—1
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Fonctions puissances

Croissances comparées

X

. . In x .
e Sia>0, Iim — =09, lim = =+o00
X—+o0 X% X——+o00 X%
X

. e . _
e lim —— =+o0, lim x*e*=0
x—+oo N X X—+00
Ces résultats peuvent étre retenus de la fagon suivante :

« En cas de forme indéterminée en +oo, c’est
I’exponentielle de x qui ’'emporte sur les puissances de x
qui elles-mémes I’'emportent sur le logarithme de x »
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Fonctions trigonométriques
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Fonctions trigonométriques

Cercle trigopnométrique

X : une mesure de l'angle orienté
= =
i, OM)

déf =~ déf =a
cosx £ 0C, sinx € 0S8

» X

OM? =1 0C? + 08?2
= cos® x +sin® x = 1

Pythagore

f—= sin x
tan x dé HT =
CcoS X

(Thalés).

(cos x, sin x) sont les coordonnées de M € C(0, 1) tel que
s
(7,0M) = x [2n]
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Fonctions trigonométriques

Fonctions sinus et cosinus

e La fonction sinus, notée sin, est une fonction périodique de
période 27, continue et dérivable sur R

Vx € R, (sinx) = cosx

e La fonction cosinus, notée cos, est une fonction périodique
de période 27, continue et dérivable sur R

Vx €R, (cosx) = —sinx
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Fonctions trigonométriques

Fonctions sinus et cosinus
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Fonctions trigonométriques

La fonction tangente

e La fonction tangente, notée tan, est définie par

C’est une fonction périodique de période , continue et
dérivable sur R\ { g thkr:keZlet:

f : r_ 2.,
VXER\{2+k7r.keZ}, (tanx)" =1 +tan X_cos2x

Elle est strictement croissante sur tout intervalle de son
domaine. On vérifie sans peine que :

SCIENCES

lim tanx = —-occet lim tanx = +o0 =
wET MONTAGNE
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Fonctions trigonométriques

La fonction tangente

Les droites x = g + kw, k € Z, sont asymptotes verticales

La fonction tan définit une bijection strictement croissante de
m™ T
— —,=[surR.

y = tan(x)

M

R
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Fonctions trigonométriques

Toutes les formules trigonométriques se retrouvent a partir d’'un
petit nombre d’entre elles.

Ce premier groupe de formules se retrouve aisément a l'aide
du cercle trigonométrique :

sin(—x) = —sinx,  cos(—x) = COSX,
sin(x+m) = -—sinx, cos(x+m) = —COSX,
sin(mt —x) = sinx, cos(m —X) = —COSX,
sin(x + g) = COS X, cos(x + g) = —sinx,
sin(g —X) = COSX, cos(g —X) = sinx.
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Fonctions trigonométriques

Il est recommandé de mémoriser les cing formules suivantes, si
possible en les visualisant telles qu’écrites ci-dessous :

cos?a+sina=1

cos(a+ b) = cosacosb —sinasinb, (1)
cos(a—b) = cosacosb+sinasinb, (2)
sin(a+ b) = sinacosb+ cosasinb, (3)
sinfa—b) = sinacosb — cosasinb. (4)

Elles permettent de retrouver toutes les autres formules a I'aide
de calculs simples : indispensable de s’entrainer
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Fonctions trigonométriques

Exemples de calculs

sin(a+ b)
cos(a+ b)
sinacos b + cos asinb

cosacosb —sinasinb
tana+tanb

1 —tanatanb

tan(a+b) =

(diviser numérateur et dénominateur par le produit cos a cosb),

cos(2a) = cos(a+ a)
— cos’a—sina
A,
2cos?a—1=1-2sin’a w ET MONTAGNE



Fonctions trigonométriques

Transformer un produit en somme

e Pour transformer cos a x cos b sous forme d’'une somme, il
suffit d’ajouter membre a membre les égalités (1) et (2) :

1

cosax cosb= > (cos(a+ b) + cos(a— b))

On obtient de fagon similaire :

sinaxsinb = — (cos(a— b)—cos(a+ b))

N =

(sin(a+ b) + sin(a— b))

N =

sinaxcosb =

%71 scIENCES
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Fonctions trigonométriques

Transformer une somme en produit

e Pour transformer cos p + cos g sous forme d’un produit :

cos(a+ b) + cos(a— b) =2cosacosb

a+b = p . a = %
Onpose{a_b _ g i e. b ptq ,dou :
2
cosp+cosq:Zcos(pzq)cos(p;q)
On obtient de facon similaire :
cosp—cosq = —23inp;qsinp;q
sinp+sing = Zsinpzqcosp;q »
sinp_sing — 2c0sP T 9sinP -4 Q\\JZ?'S'&%E&GNE
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Fonctions trigonométriques

Autres formules usuelles

tana+tanb tana—tanb
tan(a+b) = —M—— tan(a—b) = ——M —
(a+b) 1 —tanatanb’ ( ) 1 +tanatanb
cos(2x) = cos®x —sinx, sin(2x) = 2cosxsinx,
2tan
= 2cos®x—1, tan(2x) = tai)z(?
1 —tan< x
= 1-2sin?x,
5 14 cos2x ) 1 —cos2x
COoS“ X = — sin©x = —

ou, de fagon équivalente :

X o X
14+ cosx =2c0s?~, 1—cosx=2sin?2

b
2 %71 scIENCES
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Fonctions trigonométriques

Autres formules usuelles

Si, pour x # 7 + 2km, on pose t = tan 5, ona:

2
cosx—1_t2 sinx = —2 tanx — 2
2 2 112
2 X in2 X
X . ,x €0s?%—sin®%
Par exemple : cos x = cos® = — sin® = = 2 2
2 2 cos?%+sin® %

. ‘ ‘ . X
et on divise numérateur et dénominateur par cos? 5
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Fonctions trigonométriques

Résolution d’équation et d'inéquations

A retrouver a I'aide du cercle trigonométrique
COSX =C0Sa <+ X =a+2kroux = —a+ 20, (k{)¢cZ?
sinx=sina <= x=a+2kroux=m—a+2, (k) ecZ?

tanx =tana <= x=a+km keZ

cosx=0 «— x:g+k7r,kez

sinx=0 <= x=km, kel

tanx =0 <= x=km, kel
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Fonctions trigonométriques

Résolution d’équation et d'inéquations

A retrouver a I'aide du cercle trigonométrique
Soit a € [0, 7|. Alors :

COSX > COS v <= X € [~a + 2km,a + 2km] avec k € Z
. T .
Soit v € [—é, E]. Alors :

Sinx > sina <= x € [a + 2km, ™ — o+ 2kw] avec k € Z
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Fonctions trigonométriques

Exemple d’équation

cos X + cos2x = 0 sur | — 7, 7]

Premiere méthode
COS X+C€082X = 0 <= C0S2X = — COS X <=> COS 2X = COS(X+)
On adonc:

2X=Xx+7m+2knr ou 2x=-Xx—7w+2kmr, kel

Doux=n+2kr ou Xx=— kcZ.

w3

)

2kn
3 Y
)

Wi+

Sur | — 7, x|, on obtient S = {—

w3
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Fonctions trigonométriques

Exemple d’équation

cos X + cos2x = 0 sur | — 7, 7]
2k
X=7m+2kr ou x:—z+—7r, kel
3 3
Remarque : la premiére famille de solutions est contenue dans
la deuxieme. En effet, en prenant kK = 2 + 3/ dans la deuxieme,

(¢ € Z) on obtient x = 7 + 2¢x.
On le voit plus simplement avec les points « images » des solu-

tions :

co.1) e/

0 |
! %71 scIENCES
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Fonctions trigonométriques

Exemple d’équation

cos X + cos2x = 0 sur | — 7, 7]

Deuxieme méthode : changement d’inconnue

Onacos 2x =2cos?x — 1 et on pose X = cos X :

—s 2X24+X-1=0

, 1
Les solutions sont X; = —1 et X, = >

1
— résoudre cosx = —1 et cosx =

2
Sur | — 7, «], on obtient a nouveau S = { -, ,w} SCIENCES
ET MONTAGNE



Fonctions trigonométriques

Exemple d’équation

cos X + cos2x = 0 sur | — 7, 7]
Troisiéme méthode : transformation de somme en produit

cosx +cos2x =0 <— 2003(32—)()cos(5>:0

2
3x>_ (x)_
<— (;os<2 =0 ou cos 5 =0
= X E—l—kﬂou{ z—|—k7r

2 2 2 2
T 2Kmw

— X—§+—3 ouXx =7+ 2Krw

Sur | — m, 7], on retrouve bien { g, g,w}
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Fonctions trigonométriques

Exemple d'inéquation

cos X + cos2x > 0 sur] — 7, 7]

Le changement d’inconnue X = cos x vu auparavant nous
raméne a I'inéquation 2X2 + X —1 > 0.
En appliquant la régle sur le signe du trinbme on obtient
1 ,
X< —-1ouX> > Ensuite :
cosx< —1<«<=cosx=-1<=x=n+2kr, keZ

cosxz;@cosxzcosgﬁxe {—%+2kw,g+2kw}.

Lensemble des solutions sur | — 7, 7] est [—g, g} U{r}.
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Fonctions trigonométriques

Remarque

cos X + cos2x > 0 sur | — 7, ]

On peut aussi reprendre la factorisation issue de la
transformation de somme en produit et faire un tableau de
signes en s’aidant du cercle trigonométrique.

cosS X +cos2x > 0 < 2cos (%X) cos (§> >0

@ el
w@ | v | v |+
cos = + cos(2) + + ?
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On retrouve I'ensemble {—g, g} U{r}.
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